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126. 


145. 


. Ligne 5. Au lieu de : 


ERRATA. 


. Ligne 10. Au lieu de : — 95, lisez : — 9 S. 
. Avant dernière ligne. Au lieu de : Tn, + 9, lisez : 


Tm + 9. 


. Ligne 23. Au lieu de : 2, 5? ou 22 5, lisez : 2 x 5°? 


ou 2 x 5. 


. Ligne 15. Au numérateur, lisez : (10% — 1), au 


lieu de : (102? — 1). 


. Ligne 15. Au lieu de : Car la différence des carrés 


de deux nombres consécutifs, lisez : Car la diffé- 
rence de deux nombres consécutifs. 


. Ligne 8. Au lieu de : (n° 168), lisez : (n° 175). 


ab ab ni 
Er RER ET ne do. 
2ab 24b 
Imt m+ 


. Ligne 13. Au lieu de : 93, lisez : 2Tn3 . 


Ligne 18. Au lieu de : 3m + 1, lisez : 3m + 1. 


. Ligne 21. Au lieu de : 20m (m + 1), lisez : 20m 


(5m + 1). 


j. Ligne 25. Au lieu de : 40m (m + 1), lisez : 40m 


(Sm + 1). 


Ligne 27. Au lieu de : 5m + 3, serait pair, lisez = 
5m + 1 et 5m + 3, seraient pairs. 


Ligne 9. Au lieu de : m.10—8, lisez : m. 10 — 81. 


148 et 149. Le n° 246, doit précéder le n° 245. 
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QUESTIONS SUR LES NOMBRES 
A L'USAGE 


DES CANDIDATS AUX ÉCOLES SPÉCIALES 


AVEC 


LES DÉMONSTRATIONS 


LE 
Combien y a-t-il de nombres composés de n chiffres ? 


Les nombres de 1 chiffre commencent à 4 pour finir à 10 
exclusivement. 


Il y a donc 9 nombres de 1 chiffre. 

Les nombres de 2 chiffres commencent à 10 pour finir à 
100 exclusivement. 

Il y a donc 90 ou 9 x 10 nombres de 2 chiffres. 

Les nombres de 3 chiffres commencent à 100 pour finir 
à 1000 exclusivement. 

I y a donc 900 ou 9 x 102 nombres de 3 chiffres. 


Les nombres de n chiffres commencent à 107-1 pour finir 
à 102 exclusivement. 


Il y a donc 10% — 10%-1 ou 107-1 (10-1) ou 9 x 107-1 nom- : 
bres de n chiffres. 


A 
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2. 


Combien faut-il de chiffres pour écrire tous les nom- 
bres composés de n chiffres ? 


Il y a 9 nombres d’un seul chiffre (n° 1); il faut donc pour 
les écrire : 9 chiffres. 

ll y a 90 ou 9 x 10 nombres de 2 chiffres; il faut donc 
pour les écrire : 2 x 9 x 10 ou 180 chiffres. 

Il y a 900 ou 9 x 102 nombres de 3 chiffres; il faut donc 
pour les écrire : 3 x 9 x 102 ou 2700 chiffres. 

Il y a 9 x 107-1 nombres de n chiffres; il faut donc pour 
les écrire : n x 9 x 107-1 chiffres. 


3. 


Combien faut-il de chiffres pour écrire tous les nom- 
bres de 4 à n chiffres inclusivement? 

Prouver que le nombre que vous obtenez a pour 
chiffre des unités un 9, précédé d’un certain nombre 
de 8 qui sont précédés d’un nombre contenant autant 
d'unités qu'il y a de chiffres 8 à sa droite. 


Pour écrire tous les nombres de 1 chiffre il faut 9 chiffres. 

Pour écrire tous les nombres de 2 chiffres il faut 2x9 
x 10 chiffres. 

Pour écrire tous les nombres de n chiffres il faut nx9 
x 4107-1 chiffres (n° 2). 
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Donc pour écrire tous les nombres de 1 à n chiffres inclu- 
sivement il faut : 9 + 2x9x10+3x9x102+..+nx9 
x 107-1 chiffres. 

Représentons cette somme par S ; il vient : 

MS = 9 [1 F 2x 10-4 3x102 F-H nx 1071]. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par 10, 
elle devient : 

(2) 10 S = 9 [10 + 2. 102 + 3.103 ++ n x 10%] 

Soustrayons (2) de (1) et nous aurons : 

— 95 = 9 [1 + 10 + 102 + 103 +--+ 107-1 — n 10%] 

Ou : — S = 1 + 10 + 102 +--+ 402-1 — n 107. 

Ou: S = n 402 — [1 +10 + 102 -+--+ 1021] 


Ou : S = n 107 — TEE, 

n chiffres 

Ou enfin : S = n 40% — 111...1. 

Le nombre n 10% est formé de n suivi de n zéros; le 
nombre suivant 111-4 est formé de n chiffres 1 ; donc leur 
différence est terminée par un 9. 

Les n-1 chiffres précédents sont des 8 lesquels sont pré- 
cédés du nombre n-1. 


4. 


On écrit la suite naturelle des nombres sans les 
séparer : 123456789101112131415..... 
.…. Quel est le 75892"° chiffre de cette suite. 


Nous savons (n° 3) que pour écrire tous les nombres : 
1° de 1 chiffre : il faut 9 chiffres. 

2° de 4 et 2 chiffres : il faut 189 chiffres. 

3° de 1,2 et 3 chiffres : il faut 2889 chiffres. 

4 de 1, 2, 3 et 4 chiffres : il faut 38889 chiffres. 

5° de 1, 9, 3, 4 et 5 chiffres : il faut 488889 chiffres. 
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AR CES 
Donc si nous enlevons de 75892 les 38889 chiffres néces- 
saires pour écrire tous les nombres de 1, 2, 3 et 4 chiffres 
le problème est ramené à chercher le 37003" chiffre à partir 
du 1° chiffre des nombres de 5 chiffres. 
Divisons 37003 par 5. Il vient 7400 pour quotient et 3 
pour reste. Le chiffre cherché est done le 3" du 7401"° 


nombre de 5 chiffres. 
Le 4° nombre de 5 chiffres est 10000 


— 9me S a 10000 +1 
— gmi - à 10000 + 2 
— 740 — — 10000 + 7400 ou 17400 


Le chiffre cherché est donc : 4. 


5. 


On écrit tous les nombres de 4 à n chiffres inclusi- 
vement; combien de fois écrit-on le même chiffre. 


Prenons par exemple, le chiffre 1. 
4e Pour les nombres d’un seul chiffre, on écrit le chiffre 
4 une fois. 
% Pour les nombres de deux chiffres, on écrit le chiffre 1 : 
4° 40 fois à gauche dans la 1° dizaine 19 fois 
% 4 fois à droite dans chaque dizaine š 
3 Pour les nombres de trois chiffres, on écrit le chiffre 1 : 
4° 400 fois à gauche dans la "° centaine 
2 9 fois à droite du chiffre des centaines dans 
chaque centaine 280 fois. 
3° 9 fois à droite du chiffre des dizaines dans 
chaque centaine 
4 Pour les nombres de quatre chiffres, on écrit le 
chiffre 1 : 
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1° 1000 fois à gauche dans le 4% mille 
2 90 fois à droite du chiffre des mille dans 
chaque dizaine de mille 
3° 90 fois à droite du chiffre des centaines \ 3700 fois. 
dans chaque dizaine de mille 
4° 90 fois à droite du chiffre des dizaines 
dans chaque dizaine de mille 
Donc pour les nombres : 
De 1 et de 2 chiffres réunis on écrit le chiffre 4 : 1 + 19 
= 9 x 10 fois. 
De 1, de 2 et de 3 chiffres réunis on écrit le chiffre : 4 + 
19 + 280 = 3 x 102 fois. 
De 1, de 2, de 3, et de 4 chiffres réunis on écrit le chiffre : 
4 + 19 + 280 + 3700 = 4 x 108 fois. 
Donc pour les nombres de: 1, 2, 3, 4... n chiffres 
réunis on écrit le même chiffre : n x 10#1 fois. 


6. 


Si l’on considère deux nombres quelconques 1 et 2 
par exemple, et qu'on forme une suite de nombres tels 
que chacun soit égal à la somme des deux précédents, 
c'est-à-dire, si l’on opère de la manière suivante : 1 et 
2 font 5; 2 et 5 font 5; 3 et 5 font 8...... prouver 
qu'en continuant ainsi indéfiniment il y aura toujours 
4 nombres consécutifs au moins de cette série et 5 au 
plus qui auront le même nombre de chiffres. 


Soient A et B les termes de la série immédiatement infé- 
rieurs à 10"; les termes suivants seront : 
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A+B,A+2B,2A+38B,3A+5B,5A<+8B,84A 


Or, par hypothèse : A<B, A<107, B<107 et A + B> 
40%; donc on a: 

4° A + B<107 + 107 ou A +B <2. 10% <107+1 

æ A + 9 B<107 + 2. 107 ou A + 2 B <3.107% <107+1 

3° 2 A + 3 B<92.10% + 3.107 ou 2 A + 3 B<5.107 
<10% +1 

4 3 A + 5 B<3.107% + 5.10% ou 3 A + 5 B<8.10” 
<10% +1 

B° 5 A + 8 B<5.107 + 8.10% ou 5 A + 8 B<13.107 


et 10% +1 
= 


6° 8 A + 13 B<8.107% + 13.107 ou 8 A + 13 B<21.107 
et je dis que 8 A + 13 B est toujours plus grand que 10” +1 

En effet, 8 A + 13 B = 10 A + 10 B + 3 B — 2 A — 10 
(A+B)+3B—2A 

Or, par hypothèse, on a A + B > 107 donc on a : 10 
(A + B)> 10% +1 et de plus B étant, par hypothèse > A, 
3 B est > 2 A donc enfin : 8 A + 13 Best > 107+1, 

Il y a donc toujours quatre termes de la série compris 
entre 40" et 107+ et il ne peut y en avoir plus de cinq. 


LE 


Faire voir qu'entre 2 K et 2 K+2 m il y a m—1 
nombres pairs et m nombres impairs. 


4° De 2 Kà 2 K + 2 m les nombres pairs sont : 


2K,2K+92,92K+4,2K+6...., 2K+2m. 
(1) (2 (3) (4) (m + 1) 
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Il y en a donc m + 1 et par suite la quantité de nombres 
pairs compris entre 2 K et 2 K + 2 m est m +1 — 2 óu 
m—1. 

2 De2Kà2K + 2m les nombres impairs sont : 


2K+1,2K+3,2K+8B,2K+7...2K+2m— 1, 

ou 

MAR IKA H. (2K41 
i +22 i +(m—1).2 

(1) (m) 


Donc il " enam. 


8. 


Une loterie se compose de 200 numéros. 

On ne possède que les numéros : 0, 1, 2, 3, 4, 5 
T PL À 

Comment doit-on s'y prendre pour faire le tirage, 


Pour chaque billet on sera forcé de faire trois tirages suc- 
cessifs. 

Pour le 1° tirage on ne mettra dans lurne que les 
numéros 0 et 1; ce tirage fera connaître le chiffre des cen- 
taines. 

Pour le 2" et le 3% tirages on mettra dans lurne les 
10 numéros. Le 2" tirage fera connaître le chiffre des 
dizaines et le 3e celui des unités. 

Tous les numéros pourront sortir, excepté le numéro 200. 
On pourra convenir que ce numéro gagnera si les trois tirages 
successifs amènent 0. 

Si plusieurs billets devaient gagner, comme le même 
numéro pourrait sortir plusieurs fois, en pourrait convenir 
qu'à chaque fois il gagne ou bien annuler l'opération qui 
amène un billet déjà sorti. 
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9. 


On a 5 poids d'un gramme, à poids de 10 grammes, 
Ə poids de 100 grammes, 5 poids de 1000 grammes. 
Se Montrer qu'à l’aide d'une balance on peut 
peser un objet dont le poids est un nombre quelconque 
de grammes. 


Soient A et B les deux plateaux de la balance. Mettons le 
corps sur le plateau A. Plaçons sur le plateau B, tour à 
tour, des poids de 1 gr., de 4 décagr., de 1 hectogr........ 
nous trouverons ainsi quelle est la plus haute unité contenue 
dans le poids du corps. Supposons que ce poids soit compris 
entre 1 hectogr. et 1 kilogr. 

- Plaçons successivement sur le plateau B des poids de 1, 2, 
3, 4, 5 hectogr. ; 

Si le plateau B penche à 4, par exemple, il s’en suit que 
le corps pèse moins de 4 hectogr, et plus de 3. 

Si 5 hectogr. ne faisaient pas pencher le plateau B, on 
mettrait À kilogr. sur le plateau B et 1, 2, 3, 4 ou 5 hectogr. 
sur le plateau A, jusqu’à ce que celui-ci penche; 3 par 
exemple; la différence entre 10 et 3 étant 7, on en conclut 
que le corps pèse plus de T hectog. et moins de 8. 

On procédera de la même manière pour déterminer 
ensuite le nombre de décagrammes et de grammes. 


10. 


Pour ajouter les nombres A et B, on peut procéder 
comme suit : à l'un des deux A, par exemple, ajouter 
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une unité de l’ordre immédiatement supérieur aux 
plus hautes unités de B, et de cette somme retrancher 
le complément de B. 

Exemple : soit à ajouter les nombres 33256 et 552. 
J'augmente 55256 de 1000. De la somme 34256, 
je retranche 648, complément de 352. Il reste 33608 
pour résultat de l'opération. 


En effet, soit n le nombre de chiffres de B. 

On a identiquement : A + B = A + 10% — 10% +B 
Ou A + B = A + 107% — (107% — B) 

Ou A + B = A + 10% — Complément de B. 


Pour soustraire le nombre A du nombre B on peut 
opérer comme suit : au nombre B ajouter le complé- 
ment du nombre A et diminuer la somme trouvée 
d'une unité de l’ordre immédiatement supérieur aux 
plus hautes unités du nombre à soustraire. 

Exemple : soit à soustraire 365 de 94856. 

Le complément de 365 est 633. Ce complément, 
ajouté à 94856, donne 95491 pour somme. Cette 
somme, diminuée de 1000, donne 94491 pour reste 
de la soustraction. 


En effet, soit n le nombre de chiffres de A. 
On a identiquement : B — A = B + (10% — A) — 107. 
Ou B — A = B + complément de A — 107. 
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12. 


Si lon fait la différence entre un nombre de trois 
chiffres et ce nombre renversé, on trouve 9 pour 
chiffre du milieu et 9 pour somme des chiffres 
extrêmes. 


Soit : 400 a + 10b + c ce nombre; le nombre renversé 
est : 100 c + 10b + a et leur différence : 100 a + 10b + ¢ 
— 100c — 10b — a, ou : 100 (a — c) + c — a, et puisque 
évidemment a est plus grand que c et plus petit que 10, 
cette différence peut s’écrire : 

100 (a — ce — 1) + 90 + (10 + c — a). 

Donc le chiffre des dizaines est 9. 

La somme du chiffre des centaines et de celui des unités 
est : a — c — 1 + 10 + c — a ou 9. 


13. 


Si dun nombre formé par trois chiffres consécutifs 
on retranche le nombre renversé le reste est 198. 


Soient : n, n — 1, n — 2 ces trois chiffres. 

Le nombre est : 100 n + 10 (n — 1) + n — 2, le nombre 
renversé : 100 (n — 2) + 10 (n — 1) + n et leur différence 
100 n + 10 (n — 1) + n — 2 — 100 (n — 2) — 10 (n — 1) 
— n, ou : 400 n + 10 n — 10 + n — 2 — 100 n + 200 — 
40 n + 10 — n ou 198. 
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14. 


On écrit à la suite les uns des autres sans les séparer, 
en commençant par le plus grand et de gauche à 
droite, trois nombres consécutifs d’un même nombre 
de chiffres et de ce résultat on soustrait les mêmes 
nombres écrits dans les mêmes conditions, mais en 
allant de droite à gauche. 

Le résultat obtenu sera 198, 19998, 1999998, 

2n —1 
de 199......998, suivant que les nombres employés 
ont : À, 2, 3, ....n chiffres: 


Le théorème précédent fait voir que le théorème est vrai 
lorsque les nombres sont formés d’un seul chiffre. 

Soient donc trois nombres consécutifs formés des chiffres 
a et b. 

Ces nombres seront 10 a + b, 10 a + b — 1, 10 a + b 
— 2. 

Le premier résultat est : 

100000 a -+ 10000 b + 1000 a + 100 (b — 1) + 10 a + 
b— 2 

Et il faut en soustraire : 

100000 a + 10000 (b — 2) + 1000 a + 100 (b — 1) + 
100 + b. 

Le résultat donne 20000 — 2 ou 19998. 

Donc, si les nombres sont composés de un chiffre, cette 
différence est de 2 X 102 — 2 — 198. 

Si les nombres sont composés de 2 chiffres, cette diffé- 
rence est de 2 X 104 — 2 — 19998. 

On trouverait de même que ni les nombres sont com- 
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posés de 3 chiffres, cette différence est de 2 x 106 — 2 = 
1999998. 


Done, si les nombres étaient composés de n chiffres, cette 
2n —]1 


différence serait de 2 x 102% — 9 = 199... 998. 


15. 


1° Si l'on ajoute la somme de deux nombres à 
leur différence, on obtient pour résultat le double du 
plus grand. 

2° Si l’on retranche la différence de deux nombres 
de leur somme, on obtient pour résultat le double du 
plus petit. 

5° En déduire que le plus grand des deux nombres 
vaut leur demi-somme plus leur demi-différence et le 
plus petit leur demi-somme moins leur demi-diffé- 
rence. 


Soient A > B ces deux nombres; S leur somme et D leur 
différence. Il vient : 
A)A+B—S | 
(2) A—B—D 
Ajoutant (2) et (1) on obtient : 2 A = S + D (3). 
Soustrayant (2) de (1) on obtient : 2 B = S — D (4). 
De l'égalité (3) on déduit : A — © + ? et de l'égalité (4) : 
or 
B Ta 2 RTS ri 
16. 


Quand on ajoute plusieurs nombres, la somme des 
. chiffres du résultat est surpassée par la somme totale 
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des nombres ajoutés, d’un nombre exact de fois 9. 


S'il n’y a pas de retenue, la somme des chiffres du résultat 
est évidemment la même que la somme des chiffres des 
nombres ajoutés. 

S'il y a une retenue de a, par exemple, sur le chiffre des 
dizaines, la somme des chiffres des nombres ajoutés sur- 
passera de 10 le chiffre du résultat; mais le chiffre des cen- 
taines étant augmenté de æ unités, la différence entre la 
somme des chiffres des trois premières colonnes et la 
somme des trois premiers chiffres du résultat est de : 
10 a — a ou de 9 a. 

La même chose peut se dire à chaque retenue. 


17. 


Si l’on ajoute 11 à un nombre, la différence entre 
la somme des chiffres de rang impair et la somme des 
chiffres de rang pair, ne peut être changée que d'un 
nombre entier de fois 11. 


Soit a un chiffre de rang impair du nombre proposé. 

Si l’on ajoute À à a et que a soit plus petit que 9, la 
somme des chiffres de rang impair et, par suite, la diffé- 
rence en question est augmentée de 1. 

Si a est 9, ce chiffre et tous les 9 qui se trouvent à sa 
gauche seront remplacés par des zéros et le premier chiffre 
différent de 9 sera augmenté de 1. 

Or, il se présente ici deux cas. 

1° Il y a un nombre impair de 9 à sa gauche. 

En remplaçant ces 9, qui sont en nombre pair, par des 
zéros, on diminue du même nombre la somme des chiffres 
de rang impair et celle des chiffres de rang pair et comme 
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le premier chiffre différent de 9 est, par hypothèse, de rang 
impair, on augmente cette différence de 1. 

2 Il y a un nombre pair de 9 à sa gauche. 

En remplaçant ces 9, qui sont en nombre impair, par des 
zéros, on aura diminué de 9 la somme des chiffres de rang 
impair et augmenté de 1 la somme des chiffres de rang pair; 
ce qui fait, en tout, pour la différence, une diminution 
de 10, ou une augmentation de 1 et une diminution de 11, 
ou une augmentation de 1 en négligeant 1 fois le nombre 11. 

Donc, quand on ajoute 1 à un chiffre de rang impair, on 
augmente la différence en question d’une unité. 

On démontrerait semblablement que si l’on ajoutait 4 à 
un chiffre de rang pair, on diminuerait cette différence d’une 
unité. 

Or, ajouter 11 à un nombre revient à ajouter 4 au chiffre 
des unités et 4 au chiffre des dizaines. Donc, ou bien on ne 
change pas la différence entre la somme des chiffres de rang 
impair et celle des chiffres de rang pair, ou bien on ne la 
change que d’un certain nombre entier de fois 11. 


18. 


1° Le produit de deux nombres pairs est pair. 
2 Le produit de deux nombres impairs est impair. 
3° Le produit d’un nombre pair par un nombre 
impair est pair. 
40 
Le produit de ces deux nombres étant divisible par 2, ce 
produit est pair. 
9o 
Soient 2 n -+4 et 2 n° + 1 ces deux nombres impairs; 
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leur produit est de la forme 2 m + 1 et par suite impair. 


3° 
Le produit de ces deux nombres étant divisible par 2, ce 
produit est pair. 


19. 


Comment peut-on faire le produit de deux nombres 
en employant au lieu du multiplicateur le complément 
de ce nombre. 


Soient m le multiplicande et n le multiplicateur composé 
de p chiffres ou 109—1 < n < 10?, nous avons identique- 
ment : 

m x n=m x (102 — 10? + n). 

Oum x n—m x 10P — m (10? — n). 

Oum x n =m x 10? —m x complément de n. 

Donc : on écrira à la droite du multiplicande autant de 
zéros qu'il y a de chiffres dans le multiplicateur; de ce 
résultat on soustraira le produit du multiplicande par le 
complément du multiplicateur; le reste est le produit 
cherché. 

Exemple : soit à multiplier 3284 par 998. 

Le produit de 3284 par 2, complément de 998 est 6568; 
ce nombre soustrait de 3284000 donne 3277432 pour pro- 
duit demandé. 


20. 


Le produit de deux facteurs diminue lorsqu'on 
augmente le plus grand nombre et qu'on diminue le 
plus petit d’une unité. 
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Soient m > n ces deux facteurs. 

Leur produit est m X` n. 

Le nouveau produit est : (m + 1) (n — 1) ou m x n + 
n— m— 1 oum x n—{m + À —n), résultat évidemment 
inférieur à m x n de la différence des deux facteurs aug- 
mentée d’une unité. 


21. 


Quel changement subit un produit de deux facteurs 
lorsqu'on diminue le plus grand et qu'on augmente le 
plus petit d’une unité. 


Soient m > n ces deux facteurs. 

Leur produit est : m x n. 

Le nouveau produit est (m — 1) x (n + 1) 

Ou:m x n+ m— (n + 1). 

4° Si le plus petit facteur augmenté d’une unité est égal 
au plus grand facteur, le produit ne change pas de valeur: 

2% Si le plus petit facteur augmenté d'une unité est plus 
petit que le plus grand facteur, le nouveau produit est 
supérieur à l’ancien. 

En résumé : Si les deux facteurs ne diffèrent que d’une 
unité le produit ne change pas, s'ils diffèrent de plus d’une 
unité ce produit augmente. 


22. 


Le nombre des chiffres d'un produit de deux fac- 
teurs est égal à la somme des nombres de chiffres du 
multiplicande et du multiplicateur, ou égal à cette 
somme diminuée d'une unité. 


WwWw.rcin.org.pl 


En ge 

Soient A et B ces deux facteurs. 

Admettons que A ait m chiffres et que B en ait n de sorte 
que l’on a : 

40m—1 <A < 10% et 10%—1<B < 10% et multipliant 
il vient : 

A0Omæ+n—2< À x B < mEn; 

Donc A x B est plus grand que le plus petit nombre 
de m + n — 1 chiffres, ou au moins égal à ce nombre; 
donc il ne peut avoir moins de m + n — 1 chiffres. 

Le produit A x B est plus petit que le plus petit nombre 
de m + n + 1 chiffres, il ne peut done avoir plus de m + n 
chiffres. 


23. 


Lorsqu'on multiplie n nombres A, B, C, ...., S 
ayant respectivement 4, b,c, ...., s chiffres le produit 
aura au moins : @ + b + € + ... + s — n + 1 chiffres 
et au plus : a + b +e... +5. 


On à : 40a —1 <A < 104 
10—1<B < 10 
n nombres. | 40e —1<C < 40c 
105—1<S < 10s 

et faisant le produit : 

MAOR ea e AS AA BEX G IK n A N 
404a Hbo +e. Hs., 

Donc le produit A x B x C x ... x S est plus grand 
que le plus petit nombre de : a + b + € +... + s—n +1 
chiffres, ou au moins égal à ce nombre; donc il ne peut en 
avoir moins. 

Ce même produit étant plus petit que le plus petit 


2 
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nombre de : a + b + € + ... s + 1 chiffres ne peut avoir 
plus de : a + b+ € + ... +5 chiffres. 


24. 


Pour faire le produit de deux nombres compris 
entre à et 10 on peut procéder de la manière suivante : 
Fermer dans la main gauche autant de doigts qu'il 
manque d'unités au multiplicande pour être égal à 10. 
Fermer dans la main droite autant de doigts qu'il 
manque d'unités au multiplicateur pour être égal à 10. 
Faire le produit de ces deux nombres de doigts et lui 
ajouter autant de dizaines qu'il est resté de doigts non 
fermés. 


Soient m le multiplicande et n le multiplicateur. 
Le nombre des doigts fermés sera : 
10 — m pour la main gauche. 
10 — n pour la main droite. 
Le produit de ces deux nombres est : 
100 — 10 m — 10 n + m x n. (a) 
Le nombre de doigts ouverts sera : 
m — 5 pour la main gauche. 
n —3 pour la main droite. 
La somme de ces deux nombre est : 
m + n — 10. Ce nombre multiplié par 10 donne 
10 m + 10 n — 100. (b) 
Ajoutant les résultats (a) et (b) il vient : m x n. 


2». 


On prend un nombre quelconque de chiffres. On 
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double le 1%, on ajoute 5 au résultat et on multiplie 
la somme par 5. Au produit obtenu on ajoute le second 
chiffre, puis on multiplie le résultat par 10. A ce pro- 
duit on ajoute le 5™ chiffre et on multiplie la somme 
obtenue par 100 et on ajoute le 4™ chiffre ....... Faire 
voir que le résultat obtenu diminué de 25, de 250, 
de 2500 ..……. suivant que lon a employé 2, 3, 4 ..… 
chiffres est égal au nombre formé par ces chiffres 
écrits dans l’ordre où on les avait placés. 


Soient : a, b, € trois chiffres. 
En doublant le 4° on obtient : 2 a 


En ajoutant 5 il vient :2a4 5 

Multiplions par 5 : 40 a +95 

Ajoutons b : 10 a+ b + 25 
Multiplions par 10 : 400 a + 10 b + 250 
Ajoutons € ……. : 400 a + 10 b + c + 950 


De ce résultat enlevons 250 et il reste : 100 a + 10 b + «. 


26. 


Le carré, le cube, la n™° puissance d’un nombre 
entier est terminé par le même chiffre que le carré, le 
cube, la n°" puissance du chiffre de ses unités. 


En effet tout nombre entier est de la forme 10 a + b, 
a représentant la partie des dizaines et b étant le chiffre des 
unités. Or, si l’on élève 10 a -+ b au carré, au cube, à 
la n° puissance le résultat sera évidemment de l’une des 
formes 10a + b, 10 a’ -+ b3, 140a! + br; donc b?, b3, b” 
détermineront le chiffre des unités. 
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27. 


Le produit de deux nombres qui diffèrent de deux 
unités augmenté de 4 donne le carré du nombre inter- 
médiaire. 


Soient n et n — 2 ces deux nombres. Leur produit est 
n° — 2n qui augmenté de 1 donne n? — 2n + 1 ou (n—1*. 


28. 


Si au produit de deux nombres consécutifs on 
ajoute le plas grand, le résultat est le carré du plus 
grand. 


Soient n et n — 1 ces deux nombres. 

Leur produit est n (n — 1) ou n° — n qui augmenté de n 
donne n°. 

Conséquence : Le produit de deux nombres consécutifs 
nest jamais un carré parfait. 

En effet, pour que ce produit soit carré parfait, il faut 
qu'il soit augmenté du plus grand des deux nombres. 


29. 


Si au produit de trois nombres consécutifs on 
ajoute le quart du plus petit, ce résultat peut être un 
carré parfait. 

À quelle condition ? 

Quelle est la condition nécessaire pour que ce 
résultat soit un carré parfait entier. 
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Soient : n, n + 1, n + 2 ces trois nombres. 
Leur produit est: n (n + 1) (n + 2) ou n (n + 1)[(n +1) 
+ 1 ]'ou n (n + 1? +n (n + 1), expression qui, augmen- 


tée de T donne: n (n + 1} + n(n + 1) + + RE 


K mti + ahs 2 ou = x [2 (n + 4) + al 

Il faut donc que n soit un carré parfait. 

Pour que cette expression soit un carré parfait entier, il 
faut que n soit un carré parfait divisible par 4. 

Conséquence : Le produit de trois nombres consécutifs 
west jamais un carré parfait. 

En effet, pour que ce produit puisse être un carré parfait, 
il faut qu'il soit augmenté du quart du plus petit de ces 
trois nombres. 


30. 


Le produit de quatre nombres consécutifs augmenté 
d'une unité est un carré parfait. 


Soient : n, n+ 41, n+ 2, n +3 ces quatre nombres. 
Leur produit est : 

n (n + 1) (n + 2) (n + 3), oun (n + 3) [n + 3 n + 2], 
ou n(n + 3) [n (n+ 3) +2], ou n° (n + 3) + 2n (n + 3) 
qui, augmenté d’une unité, donne : n? (n + 3) + 2n 
n+3)+1,ou[nin +3 +1F. 

Conséquence : Le produit de quatre nombres consécutifs 
west jamais un carré parfait. 

En effet, pour que ce produit soit un carré parfait, il faut 
qu'il soit augmenté de 1. 
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Si au produit de trois nombres consécutifs on 
ajoute le moyen, le résultat est le cube du moyen. 


Soient n — 1, n, n + 1 ces trois nombres; leur produit 
est n° — n qui augmenté de n donne #° pour résultat. 

Conséquence : Le produit de trois nombres consécutifs 
n’est jamais un cube parfait. 

En effet, pour que ce produit soit un cube parfait, il faut 
qu’il soit augmenté du moyen. 


32. 


Un nombre terminé par un des chiffres 2, 5, 7, 8 
ne peut être un carré parfait. | 


En effet tous les nombres étant terminés par Fun des 
chiffres : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 leurs carrés seront termi- 
nés (n° 26) par un des chiffres: 1, 4, 5, 6, 9, donc aucun 
nombre terminé par un des chiffres 2, 3, 7, 8 ne peut être 
carré parfait. 


33. 


Aucun nombre terminé par à ne peut être carré 
parfait, à moins que le chiffre des dizaines ne soit 2. 


Si un nombre est terminé à son carré par 5, ce nombre 
est le carré d’un nombre de la forme : 40a -+ 5. 

Or le caré de 10a + 5 étant 100a° + 400a + 95 les par- 
ties 100a° et 400a sont terminées au moins par deux zéros, 
donc la somme des trois parties ou le carré de 104 + 5 est 
terminé par 25. 
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1° Un nombre terminé par un nombre impair de 
zéros ne peut être un carré parfait. 

2 Un nombre terminé par un nombre de zéros non 
divisible par 3 ne peut être un cube parfait. 


En effet un nombre terminé au carré ou au cube par des 
zéros provient d’un nombre de la forme 107 ; or si on élève 
10% au carré et au cube il vient : 10° et 1052; ce qui 
démontre le théorème. 


35. 


Un nombre n’est pas un cube parfait lorsque : 

1° Le chiffre des unités étant 2 ou 6, le chiffre des 
dizaines est pair. 

% Le chiffre des unités étant 8 ou 4, le chiffre des 
dizaines est impair. 

3° Le chiffre des unités étant à, le chiffre des 
dizaines n’est ni 2 ni 7. 


4e 

Tout nombre terminé au cube par 2 ou 6 provient d'un 
nombre de la forme : 10 n -+ 8 ou 10 a + 6. 

Les cubes de ces deux nombres sont : 

100 ns + 2400 n2 + 1920 a + 512 

1000 a3 -+ 1800 n? -+ 1080 a + 216 

Les deux premières parties de chacun de ces deux nom- 
bres sont terminées par deux zéros au moins. Dans la 3™° par- 
tie le chiffre des dizaines est évidemment pair. Dans la 
me le chiffre des dizaines est impair. 
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Donc la somme de ces deux dernières parties donnera 
pour le chiffre des dizaines un nombre impair, car il n’y a 
pas de report possible de la somme des unités. 


Qo 


n 


Tout nombre terminé au cube par 8 ou 4 provient d'un 
nombre de la forme : 10 a + 2 ou 10 a + 4. Les cubes de 
ces deux nombres sont : 

1000 n3 + 600 n? + 120 a + 8 

1000 n3 -+ 1200 a? + 480 a + 64 

Les deux premières parties de chacun de ces deux nom- 
bres sont terminées par deux zéros au moins. Dans la 
3me partie le chiffre des dizaines est évidemment pair. Dans 
la 4e le chiffre des dizaines est pair. 

Donc la somme des deux dernières parties donnera pour 
le chiffre des dizaines un nombre pair, car il n’y a pas de 
report possible de la somme des unités. 


3° 


Tout nombre terminé au cube par 5 provient d'un nom- 
bre de la forme : 10 a + 5. Son cube est : 1000 n3 +- 1500 
a? + 750 a + 195. 

Les deux premières parties sont terminées par deux zéros 
au moins. 

Or a peut être pair ou impair. 

Si a est pair la 3° partie 750 a est terminée par deux zéros 
au moins et comme le chiffre des dizaines de la 4° partie 
est 2, ce chiffre sera le chiffre des dizaines du cube de 10 a + 5. 

Si a est impair la 3° partie 750 a se termine par 50 et 
comme le chiffre des dizaines de la 4™° partie est 2 le chiffre 
des dizaines de leur somme sera 7. 

Donc 7 sera le chiffre des dizaines du cube de 10 a + 5. 

Donc si un nombre est terminé par 5 son cube sera ter- 
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miné par 25, si le chiffre des dizaines est pair et par 75, si 
le chiffre des dizaines est impair. 


36. 


Si deux nombres m et n jouissent de cette propriété 
que chacun d'eux est la somme des carrés de deux 
nombres entiers, le produit m x n de ces nombres 
sera également la somme des carrés de deux nombres 
entiers. 


Soient : m = a? + b? 

et: n = Ê + d 
On aura : m X n = (a? + b?) (e + d?) 

= & Ê + b e + a d bd 
Ce produit peut s'écrire : 
mxn =&@ 2 +b d H2abced 
+ eebe —2abcd ou 

mxn = (ac + bd? + (ad— bce. 


37. 


Etant données deux suites de nombres qui en con- 
tiennent lune autant que lautre, et si on les dispose 
par ordre de grandeur décroissante la somme des pro- 
duits obtenus en multipliant les nombres correspon- 
dants sera la plus grande possible. 


Examinons d’abord le cas-où chaque suite ne renferme 


que deux nombres. 
Soient a ~ b les termes de la première suite et « > b 
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ceux de la seconde; je dis que aa + bb’ est plus grand 
que ab + ba’. 

Démontrons que ab' + ba’ peut se retrancher de aa + bb". 
Effectuant cette soustraction il vient : aa + bb! — ab' — ba’ 
ou a (a — b’) —b («è — b’) ou (a — b) x (a — b’). Or, par 
hypothèse on a : a > b et a > b’, donc la soustration est 
possible et par suite aœ’ -+ bb’ est plus grand que ab’ + ba’. 
Je dis que le théorème est vrai pour les deux suites quel- 
conques : 

RUN S SRE TE Det: 
BON RP D DCE 

Il s'agit de prouver que aa + kk est plus grand que 
ak + ka. En appliquant la démonstration précédente on 
trouve que ak + ka’ peut se retrancher de aa + kk. 
Donc aa + kk est plus grand que ak + kea. 


38. 


La somme des carrés de deux nombres est plus 
grande que leur double produit. 


Soient a > b ces deux nombres. Il s’agit de prouver que 
l'on a : a° AD > 9 ab. 

En effet, en vertu du théorème précédent, on a: 

aa + bb > ab -+ ab, ou œ + b? > 2 ab. 

Autrement. Posons : a = b + d, il vient : 

a? + b? = (b + d}? + b? = 2 b° + 2 bd + d. 

2 ab — 2b (b + d) — 2b +92 bd. 

D'où : & + b — 9 ab = d'. 

Donc enfin aè? + b` surpasse 2 ab du carré de la différence 
entre a et b. 


39. 


On marque sur une droite AB deux points C et D et 
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ne 
l’on mesure AB, CD, AC, BD, BC, AD, vérifier qu'on 
a l'identité : AB x CD + AC x BD = AD x BC. 


Posons : { AC = a | AB—a+b+e 
CD = b Nous aurons : { AD = a + b 
BD = c | BC = b+c 


Et par suite : 

AB x CD = (a +b + c) x b = ab + b? + be. 

AC x BD — = C. 

Donc : AB x CD + AC x BD = ab + b° + be + ac 
= b (a + b) + c (a + b) = (a + b) (b + 0). 

Donc enfin : AB x CD + AC x BD = AD x BC. 


40. 


Le quotient d'une division renferme autant de 
chiffres qu'il y en a de plus au dividende qu'au diviseur, 
ou autant plus 1. 


Soit D le dividende ayant m chiffres, d le diviseur de n 
chiffres, q le quotient de cette division et x le nombre de 
ses chiffres. 

d x q aura n + x ou n + x — 1 chiffres (n° 22). 

On a donc : ou bien m = x + n, d’où z = m — n; ou 
bien m = z + n — 1, doù z = m —n + 1. 

Donc le quotient a : m — n ou m — n + 1 chiffres. 


4i. 


On divise un nombre de m chiffres par un nombre 
de n chiffres, le quotient par un nombre de p chiffres, 
le nouveau quotient par un nombre de q chiffres, ete. 
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Déterminer le nombre des chiffres de chaque quo- 
tient. 


D'abord le 1° quotient aura m — n ou m — n +1 
chiffres (n° 40). 

Nous avons donc à diviser un nombre de m — n chiffres 
par un nombre de p chiffres où un nombre de m — n +1 
chiffres par un nombre de p chiffres. 

Le 1°" résultat sera compris entre un nombre de m —n — p 
ou de m — n — p + 1 chiffres. 

Le 2% résultat sera compris entre un nombre de 
m — n + 41 — p ou de m — n + 1 — p +1 = m — n — 
p + 2 chiffres. 

Donc enfin le 2% quotient aura au moins m — n — p et 
au plus m — n — p + 2 chiffres. 

Un raisonnement analogue donnera pour le 3"° quotient 
un nombre de chiffres égal à: m — n — p — q au moins 
et à m — n — p — q + 3 au plus. 

En général si s désigne le nombre des chiffres du K™® 
diviseur, le K quotient aura au moins : m — n — p — 4 
— …. — S et au plus : m — n — p — q — .... — S + k 
chiffres. 


42. 


a, b, c étant les nombres de chiffres des nombres 
A, B, C, trouver entre quelles limites est compris le 
A xX si 


nombre des chiffres de ( 


Le produit A x B a au plus a + b et au moins a + b — 
4 chiffres (n° 29). 


L'expression ER 


aura donc (n° 40) au plus a + b — ¢ 


+ 4 et au moins a + b — ¢ — 1 chiffres. 
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d A B\? A 
Le nombre des chiffres de : (=) sera donc compris 


entre 2 (a + b — c -+ 1) et 2 (a + h — c) — 1 (n° 22). 


3 
Celui de (es) entre : 


3 (a + b—c + 1)et 3 (a + b — A — 2. 


ë n 
Celui de (ÈS entre : 


n (a+ h — c+ 1)etn (a +b — ce) —(n —1). 


43. 


Soient A et B deux nombres entiers et A plus petit 
que B. Divisons B par A soient q et R le quotient et 
le reste de cette division. Divisons B par R et soient 
q' et R' le quotient et le reste de cette division. Divi- 
sons B par R’ ete. Continuons ainsi jusqu'à ce que 
nous trouvions une division qui réussisse, nous 
aurons : 

= 
B 


1 
q o Ad agda" 
Nous avons : B = Ag + R, d'où: Aq = B — R et 


dE 2 R * DEEE 1 R 1 
De B = Rg’ + R’ nous déduirons de même : 
R 1 R’ 
r Hpo: MY | x a (2). 
De même B = R' q” + R” donnera : 
R’ 4 Rr 1 
5 EUR g TaN B X va (3), etc. 


Dans (1) remplaçons + par sa valeur (2) et il vient : 
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| 
| 
| 
x 
| 


B q qq! 1 qd B 


RTE. 1 1 1 ; R” 
B q QT E qt g” B 
sx 21 OD ae R | i 
Soit a =g d'où = — —;- et nous avons enfin : 
R B q 
1 1 1 1 


1. y 


49 d'ei 


’ 


g qq 


44. 


Forme d'un nombre par rapport à un diviseur 
donné. 


Un nombre quelconque N divisé par un diviseur d donne 
pour reste l’un des nombres : 0, 1, 2, 3, ..…. ,d—1. 

Si nous représentons le quotient entier par q le nombre N 
sera par rapport au diviseur d de l’une des formes sui- 
vantes : 

di dar 4, a+ 2, dg + 3, eda + (de—1). 


45. 


On divise les carrés de tous les nombres par 7, quels 
sont les restes que l’on obtient. 


Un nombre quelconque est par rapport à 7 de l’une des 
formes suivantes : 
In, Tn + 1, Tn + 2, 'în +3, son carré est donc de l’une 
des formes : 
Tm, m + 1, m + 4, In, + 9. 
Donc les restes que l'on peut obtenir sont : 0, 1, 4, et 2. 
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Si un nombre divisé par 9 donne pour reste 2, 3, 
4, 5, 6 ou 7, ce nombre n'est pas un cube parfait. 


Tout nombre est par rapport à 9 de l’une des formes 
suivantes : 
On, 9n + 1, On + 2, 9n + 3, Y9n + 4; 
Donc le cube de ce nombre est de l’une des formes : 
On, In + 1, 
Or parmi ces formes on n’en trouve aucune qui divisée 
par 9 donne pour reste un des nombres : 2, 3, 4, 5, 6, 7. 


4. 


De deux nombres pairs consécutifs 2n et 2n -- 2, 
l'un est toujours divisible par 4. 


Si n est pair, 2n est divisible par 4. 
Si n est impair, n + 1 est pair et par suite 2n + 2 
ou 2 (n -+ 1) est divisible par 4. 


48. 


l° La somme de 5 nombres consécutifs est divi- 
sible par 3. 

2 La somme de 5 nombres consécutifs est divi- 
sible par 5. 

5° La somme de 2n | | nombres consécutifs est 
divisible par 2n + 1. 
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40 
Ces trois nombres peuvent se représenter par K — 1, K, 
K + 1, (K étant un nombre entier quelconque) et leur 
somme est: 3K. 


Qo 
Ces cinq nombres peuvent se représenter par K — 2, 
K— 1, K, K+ 1, K + 2, el leur somme est: 5 K. 
3° 
Ces 2n + 1 nombres peuvent se représenter par : 
K—n,K—(n—1),...… K—1,K, K + 1, , K +(n—1), 


K + n, et leur somme est : (2n + 1) K. 


49. 


Le produit de deux nombres consécutifs est divisible 
par le produit des deux premiers nombres entiers. 


Soient n et n + 1 ces deux nombres. 
` Leur produit est n (n + 1). 

Si n est pair le théorème est démontré. 

Si n est impair, n + 4 sera pair et le produit n (n +- 1) 
est divisible par 2. 


50. 


Le produit de trois nombres consécutifs est divisible 
par le produit des trois premiers nombres entiers. 


Soient (n— 1), n, (n + 1) ces trois nombres. 


D'abord le produit (n — 1) x n (n + 1) est divisible 
par 2 (n° 49). 


www.rcin.org.pl 


RAT A 

Il reste à démontrer que ce produit est divisible par 3, 
n est par rapport à 3 de l’une des formes suivantes : 

3 p, 3p + 1 ou 3 p + 2. 

Sin = 3 p, le produit est divisible par 3. 

Sin = 3p + 1, le nombre n — 1 = 3 p et par suite le 
produit est divisible par 3. 

Sin = 3 p+ 2, le nombre n+ 1 = 3 p +3 — m3 et 
par suite le produit est divisible par 3. 

Donc ce produit est divisible par 2 et par 3 et par suite par 
1 x 2 x 3ou6. 

Conséquence : Etant donnés 3 nombres consécutifs, l'un 
des trois est divisible par 3. 


51. 


Le produit de quatre nombres consécutifs est divi- 
sible par le produit des quatre premiers nombres 
entiers. 


-Soient n, (n + 1), (n + 2), (n + 3) ces quatre nombres, 
leur produit est: n x (n + x x (n + 2) x (n + 3). 

D'abord ce produit est divisible par 4 x 2 x 3 (n° 50). 

Il reste à prouver qu'il est divisible par 4. 

Si n est pair, n ou n + 2 est divisible par 4 (n° 47). 

Si n est impair, n + 1 et n + 3 seront pairs et l’un des 
deux sera divisible par 4. 

Donc enfin ce produit est divisible par 1 x 2 x 3 X 4 
ou 24. 


52. 
Le produit de cinq nombres consécutifs est divisible 


par le produit des cinq premiers nombres entiers. . 
3 
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Soient n, n + 1, n + 2, n+ 3,n—+ 4, ces cinq nombres. 

Leur produit est: n x (n + 1) x (n +9) x (n +3) 
x (n +4). 

D'abord ce produit est divisible par 4 x 2 x 3 x 4 (n° 51). 

Il reste à prouver qu’il est divisible par į. 

Si n est divisible par 5, le théorème est démontré. 

Si n n’est pas divisible par 5, n est par rapport à 5 de l'une 
des formes. 

5 m + 1. 5m +92, 5m +3, 5m +4. 

Si n est de la forme 5 m + 1, alors n + 4 est divisible par § 


» Bm+2, » n+3 » 
» 5m+3, » n+2 » 
» 5 m + 4, » n+1 » 


Donc, dans tous les cas, ce produit est divisible par 5 et 
par 4 x 2 x 3 x 4, il l'est doncparix 2x 3xX4x5 
ou 120. 


53. 


Le produit de n nombres consécutifs est divisible par 
le produit des n premiers nombres. 


Admettons que le théorème soit vrai pour n — 1 nombres 
et démontrons qu’il est vrai pour n nombres. 
Le théorème étant vrai pour 2 nombres, il sera vrai pour 
3 nombres: étant vrai pour 3 nombres, il le sera pour 4, etc. 
Il s’agit de prouver que l'expression 
(pH 1) x (p+2) X (p+3) x... x (pHn—1) x @+)(a) 
HE dE AN AS OR ARR SOS RES JE 
est entière. Cette expression peut s'écrire : 
p (pH 1) (p+?) .... (p-n—2) (p+r!) E 
I1X2 MX. E XX, M 
(+ 1) (p +2) -i (p+n— ln (!) 
RS TEE. dé ER Xn—l)xn 
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La seconde partie de l'expression (b) est entière par hypo- 
thèse ; il reste à prouver que la première partie l’est. 
Cette partie peut s'écrire : 
@—1r@+l...(ptn—3)(p+tn—2), 
DAI XIEX sa NTI On 
p (p +1) (p +2)... (ptn— l)n (°) 
EXAT se X M= DX n 
La seconde partie de l'expression (c) étant entière par 
hypothèse, il reste à prouver que la première partie l’est. 


En continuant à raisonner ainsi, on verra que toutes les 
expressions que l’on aura examinées seront entières si : 
LXE EKANA 
1X2X3 X... Xn 
est égale à 1. 


est une expression entière. Or, celle-ci 


54. 


Le reste de la division de deux nombres ne change 
pas quand on ajoute au dividende ou quand on en 
retranche un multiple du diviseur. 


En effet, pour avoir le reste d’une division il faut, du divi- 
dende, retrancher le diviseur autant de fois que cela est 
possible, par conséquent, ce reste ne peut changer quand 
on recommence la division après avoir augmenté ou diminué 
le dividende d’une ou de plusieurs fois le diviseur. 


55. 


Si deux nombres diffèrent entre eux d'un multiple 
d'un troisième et qu'on les divise l'un et l'autre par 
celui-ci on obtient des restes égaux. 
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Ce théorème se démontre comme le précédent. 
56. 


Le reste de la division d’un produit de deux ou de 
plusieurs facteurs par un diviseur ne change pas, 
quand on augmente ou que l'on diminue lun quel- 
conque des facteurs d'un multiple du diviseur. 


En effet, si l'on augmente ou que l’on diminue le multi- 
plicande d’un nombre égal au diviseur, le produit augmente 
ou diminue d'autant de fois le diviseur qu’il y a d'unités dans 
le multiplicateur; done (n° 54) le reste de la division n’est 
pas altéré. 

On peut, en conséquence, sans changer le reste, répéter 

“plusieurs fois la même opération sur l’un ou l’autre facteur 
puisque chaeun de ceux-ci peut être considéré comme mul- 
tiplicande. 


57. 


Une division ayant été effectuée on la recommence 
en divisant le dividende par le quotient obtenu. Dans 
quels cas trouvera-t-on pour quotient et pour reste dans 
cette dernière opération le diviseur et le reste de la 
première division. 


Si le reste de la division est nul, l'opération est évidemment 
possible. 
Soient M le dividende, m le diviseur, q le quotient et r le 
reste obtenu. ' 
Nous avons : M = mxq +r, d'où : 
M M r 


y 
= q( + — et — = m + —. 
m m q q 
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4° Si l'on a r <q, Fopération est possible. 

En effet puisque le reste r de la première division est plus 
petit que le quotient q l’ancien diviseur m doit, dans la 
seconde opération, devenir le nouveau quotient. 

% Si l'on a r = q, le nouveau quotient surpasse l'ancien 
d’une unité. 

3° Si l'on a r>œq en posant r = sq + r (r pouvant être 
nul), le nouveau quotient surpasse l’ancien de s unités. 

Donc la question n’est possible que dans le cas où le reste 
est plus petit que le quotient obtenu. 


58. 


Une division ayant été effectuée on la recommence 
après avoir augmenté le diviseur d'une unité, dans quels 
cas les deuxopérations donneront-elles le mème quotient. 

Dans quel cas peut-on augmenter le diviseur de 
1, 2, 5,...., m unités sans que le quotient change. 


Lorsqu'on augmente le diviseur d'une unité le reste 
diminue d’une fois le quotient. Donc pour que l'opération 
soit possible il faut que le reste égale ou surpasse le quo- 
tient obtenu. 

Si le reste contient 1, 2, 3,..., m fois le quotient obtenu, 
on pourra augmenter le diviseur de 1, 2, 3,...., m unités 
sans que le quotient change. 


59. 


Une division ayant été effectuée on la recommence 
après avoir diminué le diviseur d'une unité, dans quels 
cas les deux opérations donneront-elles le même 
quotient. 
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Dans quel cas pourra-t-on diminuer le diviseur de 
1, 2, 5,..., m unités sans que le quotient change. 


Lorsqu'on diminue le diviseur d’une unité le reste 
augmente d’une fois le quotient. Donc pour que l'opération 
soit possible il faut que le reste augmenté du quotient soit 
plus petit que le diviseur diminué d’une unité. 

Si donc, d, q, r désignent respectivement le diviseur, le 
quotient et le reste d’une division il faut que la relation 
r + q<d—1 soit satisfaite. 

Donc si l’on veut savoir de combien d'unités on pourra 
diminuer le diviseur sans que le quotient change il suffit de 
chercher pour quelle valeur de m, l'inégalité r + m q<d —m 
est satisfaite. 

De cette SA on déduit m q + m<d— r ou m (q +1) 


<d—r ou m< 4 — Donc on pourra diminuer le 


pie K 
EEN d'autant d'unités que l'indique le quotient entier de 


d — d—r 
sous la condition : D, 


ir VE 


60. 


Si un nombre est exactement divisible par 9 pour 
trouver le quotient de la division on peut procéder de 
la manière suivante : 

Soit le nombre 51246 à diviser par 9. Retranchez 
ce nombre d'un nombre qui ayant un zéro pour chiffre 
des unités aurait pour les autres chiffres ceux que 
fournit la soustraction elle-même. Ainsi dites : 6 de 
10 reste 4; 4 est le chiffre des dizaines du nombre 
dont on soustrait ; 4 et 4 font 5; 5 de 14 reste 9 ; 9 est 
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le chiffre des centaines du nombre dont on soustrait ; 
2 et 1 font 3; 3 de 9 reste 6; 6 est le chiffre des mille ; 
1 de 6 reste 5; 5 est le chiffre des dizaines de mille; 
5 de » reste 0. Le quotient cherché est 5694 et l'opéra- 
tion s'écrit : 

56940 

51246 

5694 


Soit q le quotient. Nous avons : 

51246 — 9 q ou 51246 — 10 q— q d’où q = 10 q — 51246. 
Nous ne connaissons pas 10 q mais nous savons que son 
premier chiffre est 0; donc le premier chiffre de q est 10 — 
6=4. Donc 4 est le second chiffre de 10qg; donc 14 — 
(4+1)=9 est le second chiffre de q et le troisième de 
10q; etc. 


61. 


Si un nombre est exactement divisible par 11 on 
peut faire la division d'une manière analogue à celle 
du théorème précédent. 

Soit le nombre 545785 à diviser par 11. Retranchez 
du dividende un nombre qui ayant 0 pour chiffre des 
unités aurait pour chiffres suivants ceux fournis par la 
soustraction elle-même. On trouve ainsi 31435 pour 
quotient et l'opération se dispose comme suit : 

545785 

514550 

51455 
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Soit q le quotient, nous aurons : 

345785 — 11 q ou 345785 — 10 q +q d'où q= 345785 — 
40q. 0 étant le premier chiffre de 104, 5 sera le premier 
chiffre de q et le second de 10q. Donc 8—5—3 sera le 
second chiffre de q et le troisième de 10 q; etc. 


62. 


Si un nombre est exactement divisible par 99 on 
peut procéder de la manière suivante pour obtenir le 
quotient. 

Soit le nombre 56529 à diviser par 99. Retranchez 
le dividende d'un nombre qui terminé par deux zéros 
a pour ses autres chiffres ceux que fournit la soustrac- 
tion elle-même. 


Désignons par q le quotient; nous aurons : 56529 — 99 q 
ou : 56529 — 100 q—q; d'où : q=100 q — 56529. Les deux 
premiers chiffres de 100 q étant connus, la soustraction fera 
connaître les deux premiers de q et par suite le troisième 
et le quatrième de 100 g; etc. 


63. 


Lorsque dans une multiplication on oublie de recu- 
ler d’un rang les chiffres d’un produit partiel la preuve 
par 9 réussira. 


En effet dans ce cas on prend le produit partiel 10 fois 


trop peu. Donc au lieu de prendre ce produit 10 fois on ne 
le prend que 1fois; on l’a donc pris 9 fois de trop peu. Done 
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l'erreur est un multiple de 9 et la preuve par 9 ne la fera 
pas ressortir. 


64. 


Lorsque dans une multiplication on recule les 
chiffres d’un produit partiel de deux rangs de trop vers 
la gauche les preuves par 9 et par 11 réussiront. 


-~ En effet dans ce cas on prend ce produit partiel 100 fois 

trop. Donc au lieu de prendre ce produit 1 fois on le prend 
100 fois. Donc on l’a pris 99 fois de trop. Donc l'erreur est 
un multiple de 99, c'est-à-dire de 9 et de 11 et la preuve 
par 9 ou par 11 ne la fera pas ressortir. 


65. 


Si lon fait la somme d’un nombre quelconque de 
nombres, le reste de la division de cette somme par 
un diviseur quelconque d sera le même que le reste 
obtenu en divisant par d la somme des restes corres- 
pondants aux différents nombres. 


Soient : A, B, C, trois nombres. 
Ona: A =md +r 
=md pr 
C=m' d+ r" 
D'où: A+B+C—md+t+md+tm'd+tr+r +r 
ouA+B+C—Md+r+r +r” 
ASE RECU 
d 


et 
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66. 


Si l’on fait la différence de deux nombres, le reste 
de la division de cette différence par un diviseur quel- 
conque d sera le même que le reste obtenu en divi- 
sant par d la différence des restes correspondants aux 
deux nombres. 


Soient À > B ces deux nombres. 
Ona:A—md+r 
| B=md + r 
Doù: A— B = md + r— m d — r 
0u A — B = d (m — m) + r — 
Ou A —B = Md + r—r 


D'où: STE = M4 TT 

Si Le avait r < 7’, l'égalité ci-dessus devrait s'écrire : 
IS r —r 

"RARS E 


67. 


Si lon fait le produit d'un nombre quelconque de 
facteurs, le reste de la division de ce produit par un 
diviseur quelconque d sera le même que le reste obtenu 
en divisant par d le produit des restes correspondants 
aux différents facteurs. 


Soient A, B, C, trois nombres. 
Ona: A =m. d4 r 
B=m'd +r 
C= m.” d +r". D'où : 
A x B x C=(m.d +r) x (m'd +r) x (m.”d+ r”), ou 
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AXBXC—Md+tr xr x r’. D'où: 


AB CE rxr xr” 
Te Sr RAAR a 
68. 


Si deux nombres a et b divisés par un même troi- 
sième d donnent le même reste r, la différence a — b 
de ces deux nombres est divisible par ce troisième 
nombre. 


En effet : a = dq + r, 
b = dq +r, 
Doù: a — b = dq — dq', ou a — b = m.d. 


69. 


Si deux nombres a et b sont tels que leur diffé- 
rence est divisible par le même nombre d, ces deux 
nombres divisés par ce troisième donneront le même 
reste. 


Supposons, s'il est possible, que nous ayons : 

a=md +r, 

b = m'd + r'; d'où a —b =m d — md + r — r; ou 
en divisant par d, 


EN, RO, 
ee = M — M! + à #) 


d 


Or, 


3 est, une expression entière, par hypothèse ; 


donc r — 1” doit être divisible par d, ce qui est impossible, 
car r et 7? sont tous deux plus petits que d. 
Donc -m == 


MEL "AUS 


20. 


La différence entre deux nombres formés des mêmes 
chiffres est divisible par 9. 


Ce théorème est évident par le n° 68. 

Soient 1000 a+ 100b +10c-+ d et 1000 b + 100 a + 104 
}c ces deux nombres. 

On aura : 

1000 a + 100b + 10c+d—m9 + (a+ b+c+d) 

1000 b + 100 a + 10d +c—m9I+{(a+b+c+d) 

Donc la différente de ces deux nombres est un multiple 
de 9. 


21. 


Si à un nombre composé d’un nombre pair de chifires 
on ajoute le même nombre renversé, la somme est un 
nombre divisible par 11. 


Soit n ce nombre. 
On a : n—m. 11 + somme des chiffres de rang impair. 
— somme des chiffres de rang pair (1). 
Mais en renversant le nombre n les chiffres de rang pair 
deviennent chiffres de rang impair et réciproquement ; de 
sorte que dans le nombre renversé n’, la somme des chiffres 
de rang impair ou de rang pair est égale à la somme des 
chiffres de rang pair ou de rang impair de n. 
On a donc : n'—m 11 + somme des chiffres de rang pair 
de n. 
— somme des chiffres de rang impair de n (2). 
Et si Von ajoute (1) et (2) il vient n + n'=m. 1414. 
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Soient a et b deux nombres quelconques. 

l'a et b divisés par leur différence a — b donnent 
des restes égaux. 

> a”et b” divisés par a — b donnent des restes 
égaux, quel que soit le nombre entier m. 

3° a” — b” est divisible par a — b quel que soit le 
nombre entier m. 


40 
Posons a— b =d et nous avons identiquement: a = 4 — 


b + b ou a=d -+b d'où L = 1 + ls ce qui prouve le théo- 
rème. 
9o 
En effet, par rapport au diviseur d = a — b (n° 67), le 
reste de : a x a ou de a* est égal au reste de r x r ou de 7°; 
le reste de : a x a x a ou de a° est égal au reste der xX r xr 
ou de 7°; de même le reste de a” est égal au reste de 1%, 
Le même raisonnement prouvera que le reste de b” est le 
même que celui de 7”. 
Or, a et b divisés par d —a—b donnent le même reste (1°). 
Donc a” et b” divisés par a —b ou d donnent le même 
reste. 
3° 
Puisque (2) a” et b™ divisés par a —b donnent le même 
reste leur différence a” — b” est divisible par a— b (n° 68). 


23. 


Si l'on divise un nombre entier N par le nombre a, 
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le quotient obtenu q par le nombre b, le nouveau 
quotient q' par le nombre c: prouver que le troisième 
quotient q” représente la partie entière du quotient de 
Npaæraxbxe. 


Deux cas peuvent se présenter : ou bien aucune de ces 
divisions ne laisse de reste, ou bien quelques-unes ou toutes 
donnent des restes. | 


4°" CAS. 


Soient : N = aq, q = bq', q! = cq", multipliant membre 
à membre ces trois égalités, il vient : 
Nxgaxg\d=axbxcxgqxgx ag", 


= q". 


N 
NN == € ": d'où : — 
OWEN = W b x c x g'; d'où EU TE 


JP CAB: 


Soient : N— ag +R (1), q = bg'+R'(2), q! = cq" + R" (3). 
Remplaçant dans (2) q' par sa valeur, il vient : q = b cq" 
+ b R" + R', et substituant à q cette valeur dans (4), il 
vient : 
N =a x b x c xq" + abR"! + aR +R, 
TORT N ab R!" + aR +R 
phare a X b a Deere 
Il s’agit de prouver que le numérateur de cette fraction 
est toujours plus petit que a x b x c. 
La plus grande valeur de R est a — 1, celle de R' est 
b — 1 et celle de R” est c — 1. Remplaçant ces quantités 
par leurs valeurs, il vient : 


N nat Drap DE. N 
TIEUAS] arr tt 
abc—ab+ab—a+ta—1 
a X0X:c 
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74. 


Le quotient de deux puissances dun mème nombre 
est une puissance du même nombre dont l'exposant est 
égal à l'excès de l’exposant du dividende sur l'exposant 
du diviseur. 


Supposons qu'il s'agisse de diviser 57 par 53. D’après ce 
qui vient d'être établi, il suffira de diviser 57 successivement 
trois fois par 5; ce qui donnera le résultat 57—3 ou 54. 


75. 


Pour diviser un nombre entier de n chiffres par 9, 
on fait la somme des chiffres du nombre et on divise 
cette somme par 9; au quotient obtenu on ajoute : 

1° Le premier chiffre à gauche du nombre. 

2 La tranche des deux premiers chiffres à gauche. 

5° La tranche des trois premiers chiffres à gauche. 


N — 1° La tranche des n — 1 premiers chiffres 
à gauche. Cette somme est le quotient cherché. 


Soit le nombre: N — 1000 a + 100 b + 10 € + d. 

Ona: 

N = 9994 + a + 99b + b + 9c + € + d, ou: 

N—9 x {Ma +9 x Mb +9 xX c+a+b+c+d, 
divisant par 9, il vient : 


À = Ma+Mb+e+ SR re At 
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Or, 444a = 100 a + 10 a + a 
4A1b— 140b + b 
C= € 
Donc on obtient : 


À 004 + 10b + à + U0a Hojta + ARE 


ce qui démontre le théorème. 


26. 


On donne le nombre 12545679, par quel facteur 
faut-il le multiplier pour que le produit soit formé de 
neuf chiffres égaux. 


Représentons ce facteur inconnu par m. Le produit 
devant être composé de 9 chiffres égaux est divisible par 9. 
Donc m est divisible par 9, puisque l’autre facteur : 

12345679 ne l’est pas. Posons: m = 9q, et il vient, 
en supposant que le que le produit doive être formé de neuf 
chiffres 5. 

12345679 x 9q = 555555555 
Ou: q E ia E 
12545679 

Donc m = 9 x 5. Donc ce facteur doit être égal au pro- 

duit de 9 par le chiffre à reproduire. 


77. 
Exposez la marche à suivre pour déterminer le 


caractère de divisibilité dun nombre entier N par le 
diviseur d. 
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On divisera successivement 1, 10, 100, 1000, ...... par d 
jusqu’à ce que l’on arrive à un reste déjà trouvé ou à un reste 
nul et l’on aura par exemple : 

1 M. d +1 

40 =m: d+r 

100 =m. d+ 1" 

4000 =m. d +1" 


Or une unité étant un multiple de d augmenté de 1 unité, 
2, 3, 4, ...,9 unités seront des multiples de d augmentés de 
2, 3, 4, ..., 9 unités simples; de même une dizaine étant un 
multiple de d augmenté de r unités, 2, 3, 4, ...,9 dizaines 
seront des multiples de d augmentés de 2, 3, 4, ...,9 fois r 
unités. 


Donc si lon conçoit le nombre N décomposé en ses 
diverses collections d'unités, chacune de ces- collections 
égalera un multiple de d augmenté d’un certain nombre de 
fois: 4, r, 1', t", .... Et si l'on fait la somme on aura N égal 
à un multiple de d plus un certain nombre de fois : 4, 7', 
NM 14e 

Si donc cette dernière partie est divisible par d, les deux 
parties de N seront divisibles par d, et par suite N sera divi- 
sible par d. 

78. 


BP CA AO OPN] 


Cherchez le caractère de divisibilité d'un nombre 
par 4, 6, 7, 8, 11, 55, 99. 


Un nombre est divisible (n° 77) : 


4° par 4. 
1— m.4+1}, Lorsque le chiffre des unités augmenté 
10 — m. 4 + 2/de 2 fois le chiffre des dizaines forme un 
100 = m. 4 + 0! nombre divisible par 4. 
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2° par 6. 
1 = 18:06 + tí Lorsque le chiffre des unités augmenté 
10 — m. 6 + 4;de 4 fois la somme de tous les chiffres 
100 — m. 6 + il rme un nombre divisible par 6. 


3° par 1. 
1=m.T1+i Lorsqu'en le parta- 
A0 DL 0 geant en tranches de 
400 = m:7+2 3 chiffres à partir de la 


1000 — m. 7 + 6 = m. 7 — 1{ droite, et qu'en multi- 
10000 = m. 7 + 4 = m. 7 — 3 |pliant le 1°", le 2% et le 
100000 = m. 7 + 5 = m. 7 — 2/3" chiffre de chaque 
1000000 — m. 7 +1 tranche respectivement 
par 1, 3 et 2 la somme des tranches des rang impair dimi- 
nuée de la somme de tranches de rang pair forme un nom- 
bre divisible par 7. 


4° par 8. 
4 — m.8-+1{ Lorsque le chiffres des unités, plus 2 
10 — m. 8 + 2; fois le chiffre des dizaines, plus 4 fois le 
100 = m. 8 + 4 chiffre des centaines forment un nombre 
1000 = m. 8 + 0{divisible par 8. 


5° par 11, 33 ou 99. 


4 — m. 11 +1 Lorsqu’en le partageant en tranches 
10 — m. 11 + 10 | de 2 chiffres à partir de la droite la 
100 — m. 11 +1 À somme des tranches forme un nom- 
1 = m. 33 + 1 |bre divisible par 11, 33 ou 99. 
10 — m. 33 + 10 
100 — m: 33 + 1 
1 m, 99 +1 
40:= m. 99 + 40 
100 = m. 9 +1 
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1° Un nombre quelconque est divisible par 10 a — 1 
lorsque la somme de la partie des dizaines et de a fois 
le chiffre des unités de ce nombre est divisible par 
10 a — 1. 

2° Un nombre est divisible par 10 a+ 1 lorsque la 
partie des dizaines moins a fois le chiffre des unités de 
ce nombre est divisible par 10a+ 1. 

9° Un nombre est divisible par 10a+ 3 lorsque la 
partie des dizaines plus 5a +1 fois le chiffre des unités 
est divisible par 10 a +5. 

4 Un nombre est divisible par 40a —5 lorsque la 
partie des dizaines moins 3a—1 fois le chiffre des 
unités est divisible par 3a— 1. 


40 


Soit 10 d-+u un nombre. Il s’agit de prouver que si : d+ 
au est divisible par 10 a— 1 le nombre lui-même est divi- 
sible par 10 a— 1. 

d+a u=K (10 a—1) donne: d=K (10 a—1)—a u 
d’où : 10 d+u devient: 10 K (10a—1)—10au-+uou:10K 
(40 a—4)—u (10 a — 1) 

D'où : 10 d-u =m. (10 a— 1). 

Donc le nombre est divisible par 10 a— 1. 


de 3e 4 


La même démonstration est applicable. 
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- 8O. 
n in-+1) 
2 


Si n— 1 est un multiple de 5, — À est un 


multiple entier de 9. 
En effet gaed se Lim Ve 


_h—Dm+ 


9 
Or, par hypothèse, n=m. 3 +1 donc n+2—m. 3 et 
comme n— 1—m. 3 le numérateur est un multiple de 9. 
Si n est pair n+ est divisible par 2. 
Si n est impair n— 1 est divisible par 2. 
Donc enfin : om Er =m. 9 (m étant entier). 


8i. 


n désignant un nombre entier quelconque l'expres- 
sion : n°3 n est divisible par 6. 


n3+5 n=n3 +6 n—n =b n-n (n2?— 1); d'où »3+5 n 
` =n +n (n— 1) (n+ 41). 


Or le produit de trois nombres consécutifs est divisible 
par 6; donc n (n— 1) (n+ 1) est un multiple de 6 et comme 
6 n est divisible par 6, les deux parties de l'expression n3 -+ 
5 n sont divisibles par 6 et par suite cette expression l’est 
elle-même. 


82. 


n étant un nombre entier quelconque l'expression : 
10” (9 n— 1)=+ 1 est toujours divisibie par 9. 


En effet : 10% (9 n—1)-+ 1 peut s'écrire 9 n x 10% — 107 


www.rcin.org.pl 


|. : Dee 
n ame 
+1 ou 9 n x 10% —(10% — 1) ou 9 n. 107 — 99.. , donc 
les deux parties de cette expression sont PRAT EMAA par 9 et 
par suite l'expression elle-même l'est. 


s3. 


Le nombre (2a) (2b) (26) a b c est divisible par 


25 x 29 x 3= 2001. 


(2 a) (2 b) (2 c) a b c peut s'écrire : 

(2 a) (2 b) (2 c) 000 +a b c ou 2000 x a b € + a b ce ou 2001 
x abc; or, 2001 =3 x 93 x 29, ‘donc l'expression est divi- 
sible par 3 x 23 x 29. 


S4. 


Sin estun nombre entier pair a (n° +20), n(n — 21, 
n (n° +4) et n (n'— 4) sont quatre expressions divi- 
sibles par 8. 


Posons 7 —9% m, il vient : 

4° n (n2? +20) = 2 m (4 m? + 20) = 8 m (m? +5) 
2 n(n2— 20) — 2 m (4 m? — 20) = 8 m (m? — 5) 
3° n(n2+ 4) = 2m(4m? + 4) = 8 m (me +1) 
4 nin— 4 = 2m (4 m— 4) = 8 m (m — 1) 


85. 


Si n est un nombre entier impair n°— n est divi- 


sible par 48. 


n5—n =n (ni — 1) = (n? +1) n (n +1) (n —1). 

Or: n (n+-4) (n—1) est divisible par 3 (n° 50) n?+-1, 
n +1, n—1 sont divisibles par 2 et de plus (n° 47) l'un des 
deux derniers facteurs est divisible par 4, donc le produit 
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RU 
{n +1) (n—1)(n? +1) est divisible par 16 et par suite n5— n 
est divisible par 3 x 16 = 48. 


86. 


Si a est un nombre impair l'expression at — 5*‘-- 18 
(5° — a’) est divisible par 64. 


— 91418 (32— a?) = (a? — 3?) (a2 +3?) — 18 (a? — 3?) 
òu (a?— 3?) (a? +9— 18) ou (a2— 3?) (a? — 3?) ou (a? — 32). 

Or, a étant impair est de la forme 2 n +1. 

Donc la dernière expression devient [(2 n +1} — 32P — 
[4 n2 +4 nA — 9P [4 ny 4n— 8—16 [n2 4-n— 2 — 
16 [n (n+1) —92P. 

Les deux parties de l'expression entre cree sont divi- 
sibles par 2; donc cette expression elle-même l'est et par 
suite son carré est divisible par 4. Donc 16 [(n + 1) n— 2}? 

=46xm. 4. 

Donc enfin l'expression proposée est divisible par 64. 

N. B. Ilen est de même de l'expression 44+4-9 (9 — 9 42). 
En effet cette expression peut s'écrire (a? —32}?. 


87. 


Déterminer xety de manière que le nombre 1254 xy 
soit divisible par 8 et par 9. 


La somme des chiffres du nombre proposé devant être un 
multiple de 9 on a : 
r aa a a e E 9 ou r+y—=m.9—1. 
Or, x et y devant être des nombres d’un seul chiffre, il 
faut que l’on ait : 
x+y= 9—1, d'où: z+y— 8 (1). 
ou ++ y—18—1, d'où : x-+y—117 (2). 
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Le nombre proposé devant être divisible par 8, il faut 
que : 400 +10 r+y =m. 8 ou que 2 x + y—m. 8. 
Or, x et y devant être des nombres d’un seul chiffre il 
faut que l’on ait : 
2 æ+y=8 (3) ou 2 x +y—16 (4) ou 2x7+y—24 (5). 
Combinons (1) successivement avec (3), (4) et (3). 
(1) donne : y=8— x, d’où (3) x—0. 
Donc:r=0etr=6 

(1) donne : y = 8 —— x, d’où (4) x=8. 
Donc : z=— 8 et y S0 

(1) donne : y—8— x, d’où (5) x — 16. 
Valeur à rejeter. 

Maintenant, les valeurs admissibles pour (2) sont évi- 
demment, d’après les conditions de l'énoncé, soit x = 9 et 
y = 8, soit x = 8 et y = 9; et pour ces deux valeurs, le 
nombre proposé devient: 123498 et 123489. 

Donc, dans ce cas, le nombre proposé n'est pas divisible 
par 8. 

Donc les seules valeurs admissibles sont : x = 0 et y =8, 
ou y—0 et x —8. 

Les nombres cherchés sont donc : 

123408 et 193480. 


88. 


Si l'on range par ordre de grandeur tous les divi- 
seurs dun nombre en commençant par l'unité et finis- 
sant par le nombre lui-même, le produit des diviseurs 
à égale distance des extrèmes est égal au nombre lui- 
même. 


Solent aor K ELD LEa <k<m<n les diviseurs du 
nombre n. 
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Les quotients = < 2<?<..<Tere R Lenré N- 
qu +. ra E K < 5 Í + y represen 


tent également tous les diviseurs de n et seront respective- 
ment égaux aux précédents donc on a : 


= k, doù : n=bx k, etc. 


89. 


Le produit de tous les diviseurs d'un nombre A 
dont les facteurs premiers sont a”, b", c', est : 


APAs E DDE 


Soient 4, a,b, €, ...., h, k,e, A les diviseurs de ce nombre. 

Représentant leur produit par P nous aurons : 

EPA EEUE S IEA EE A A E À. 

P=AxeXE n XD XAXA: 

Multipliant membre à membre il vient : P? = (1 x A) x 
(axe) x (bx kX... X(b x k) x (a x e) x (1 X A) ou, en vertu 
du théorème précédent : 

P'’=AXAXAX.... X À x AX A. 

C'est-à-dire que P? est égal au produit d'autant de facteurs 
égaux à A que ce nombre a de diviseurs. Or, A a (m +1) 
in + 1) (r + 1) diviseurs, donc P? = A (+1) (241) (r+1) 

D'où: P = VA EFLUEDE ET. 


90. 


Soit N = a+ b? cy ce nombre peut être décomposé 


1 ; À 
de (a + 1) (8 + 1) (> + 1), manières différentes en 
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me os 


un produit de deux facteurs A et B (a, b, c sont les 
facteurs premiers de N). 


En effet, chaque diviseur de A est accompagné de son 
, N . ; 
inverse — , donc le nombre des produits A x B est égal à la 


moitié des diviseurs de N et ceux-ci sont au nombre de 


(> + 4) (6+1) (y + 1). 


91. 
Trouver un nombre qui ait m diviseurs. 


Soit : m = «be ¢y, (a, b, cétant les facteurs premiers de 
m) et soit N le nombre cherché. 


On aura : N — pa l Par PE (x, y, z étant des nom- 
bres entiers tout-à-fait indéterminés différents de 1). 

En effet, le nombre des diviseurs de N est (ae — 1 + 1) 
(be — À + 1) (cy — 1 + 1), ou a- b£ «> ou m. 

Exemple : Trouver un nombre qui ait 180 diviseurs. 
480 — 2.5.5. 

Donc N = x? — 1 y3 = l %5 — 1, ou N = z3 y8 zt. 

Ainsi : 28.34.53 — 2592000 admet 180 diviseurs, y compris 
l'unité et le nombre lui-même. 


92. 


Déterminez le plus petit nombre qui, divisé succes- 
sivement par 6, par #8, par 9 et par 12, donne tou- 
_ jours pour reste 4. 


Le plus petit nombre exactement divisible par 6, 8, 9 
et 12 est évidemment le moindre multiple de ces quatre 
nombres ou 72. 
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Done 72 + 4 ou 76 est le nombre qui répond à la question. 
93. 


Tout nombre qui divise m + n etm x n, ne divise 
pas nécessairement met n (m et n étant supposé deux 
nombres entiers). 

Ainsi : 4 divise 6 + 18 et 6 x 18 mais, ne divise 
ni 6, ni 18. 


En effet, soient : m = p a et n = p° æ. 

D'où : mx n=p a etm + n= pa (p + 1) et si l'on 
suppose p + 1 = K.a; ona: m + n = p.K. æ. 

Donc p æ divise m +- n et m x n mais ne divise ni m 
ni n. 


94. 


Trouver tous les diviseurs communs à deux nombres, 
à leur somme et à leur produit. 


Soient m et n ces deux nombres, m + n leur somme et 
m x n leur produit. ; 

Tout facteur commun à m et à n est facteur commun à 
m+netàm x n. 

Mais si un nombre divise m +- n et m x n ce nombre ne 
doit pas nécessairement diviser m et n (n° 93) et par suite 
les facteurs communs à m + n et à m x n ne sont pas 
nécessairement facteurs communs à m et à n. 

Donc les seuls facteurs communs à m, à n, à m + n et à 
m x n sont les facteurs communs à m et à n. 
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95. 


1° Le P. G.C. D. entre A et B ne peut avoir d'autres 
facteurs que ceux du P. G. C. D. entre À + B et 
N xB: . 

2 Le P.G. C. D. entre A + B et A x B peut être 
plus grand que le P. G. C. D. entre A et B. 


1° En effet, tous les facteurs communs à A et à B doivent 
diviser la somme A + B et le produit A x B. Done le P.G. 
C. D. entre A et B ne peut contenir d’autres facteurs que les 
facteurs communs à A + Betà A x B. 

2 Le P. G. C. D. entre A et B contient les facteurs com- 
muns à A et à B. 

Le P. G. C. D. entre A + Bet A x B contient d'abord 
les facteurs communs à A et à B et ensuite (n° 93) les fac- 
teurs communs à À 4- B et A x B, qui ne sont pas com- 
muns à A et B; donc il peut être plus grand que le 
P. C. C. D. entre A et B. 

Exemple : le P. C. C. D. entre 6 et 14 est 2, tandis que 
le P. C. C. D. entre 6 + 1414 et 6 x 14 est 4. 


96. 


Le produit de deux nombres entiers est égal au pro- 


duit de leur P. G. C. D. par leur P. P. C. M. 


En effet, le P. G. C. D. de deux nombres contient tous 
_les facteurs communs à ces deux nombres, chacun d'eux 
étant pris avec son plus petit exposant; et le P. P. C. M. de 
ces deux nombres contient tous les facteurs communs avec 
leur plus grand exposant et de plus tous les facteurs non 
communs. 
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Donc le produit du P. G. C. D. de deux nombres par leur 
P. P. C. M. contient : 1° tous les facteurs non communs à 
ces deux nombres; 2° tous leurs facteurs communs avec leur 
plus petit exposant ; 3° tous les facteurs communs avec leur 
grand exposant. 

Donc enfin ce produit contient tous les facteurs des deux 
nombres et par suite il est égal au produit de ces deux 
nombres. 

Autrement : Soient À — a- b2 cy et B — aa +1 b8 — 1 ces 
. deux nombres. 

Leur produit A x B = a24 +1 b28 —1 e (1). 

Leur P. G. C. D. est az bè — 1. ; 

Leur P. P. C. M. est a- +1b8 -- 1 cr. 

Dans le produit du P. G. C. D. par le produit P. P. C. M. 
est a? « +1 b28 —1 ¢ (2). 

Bonc: À x B= P.G.C.'D. x P.P:C. M. 

Conséquences : 1° Le P. G. C. D. de deux nombres est 
égal au produit de ces deux nombres divisé par leur 
RP. 

2 Le P.P.C. M. de deux nombres est égal au produit de 
.ces deux nombres divisé par leur P. G. C. D. 


93. 


Pour trouver le P. G. C. D. de deux nombres 
. À et B on peut procéder de la manière suivante : 

former les B premiers multiples de A : A, 2 A, 5 A, 
m À, B x A,et chercher ceux qui sont divisibles par B. 
Leur nombre est le P. G. C. D. cherché. 


Soit n le nombre de termes divisibles par B. 


Supposons que m. À = q B soit le premier de ces mul- 
tiples, les autres seront : 2 m.A — 2 q. B, 3 m. A — 3 q.B. 
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bte n. MA. = n q. B = B. A, car nous avons supposé 
que m. A était le moindre multiple de A divisible par B. 
On a donc: n x m A= B. A et nxq B == B. A d'où: 


B A 5 à 
m = — et q = —; mais m et q sont premiers entre eux, 
n n 


car s'ils avaient un facteur commun, m.A ne serait pas le 
plus petit multiple de A divisible par B. Donc n est le 
P. C. C. D. entre A et B. 


98. 


Pour trouver le P. G.C. D. de trois nombres A, B, C 
on peut procéder de la manière suivante : former les C 
premiers multiples de A et de B. 

A, ZAR, .., T Do. 

B, 2B, 5.1, ..; mi By .:., G B-etcherclier com- 
bien il arrive de fois que les deux nombres correspon- 
dant dans les deux lignes sont divisibles à la fois par C. 

Ce nombre de fois est le P. G. C. D. de A, Bet C. 


Soient mA = q.C et m.B = q'.C les premiers termes qui 
dans les deux suites sont en même temps divisibles par €, 
les autres seront : 

2. mA = 2. 4C, 3 mA = 3.qC, …, n. mA = n. qC = CA. 
2. mB —2.q'C, 3 mB = 2. q'C, ……, n. mB = n. g'C — CE. 

Car nous avons supposé que mA et mB étaient les moin- 
dres multiples de A et de B divisibles par C, 

On a donc : n. mA = A.C AL mB = B.C. 

n. 4C = A.C n. q'C = B.C. 

D'où : m = Za, q = ak qg! = =. 

Mais m, q et q' sont premiers entre eux: car s'il en était 
autrement, puisque m.A = q.C et m.B = q.C, il existerait 


: 
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deux multiples de A et de B moindres que m.A et m.B qui 
seraient à la fois divisibles par C, ce qui est contraire à Phy- 
pothèse. Donc n est le P. G. C. D. entre A, B et C. 


99. 


Pour trouver le P. G. C. D. entre trois nombres 
A, B, C, on divise par le plus petit C les deux autres ; 
soient R et R les restes obtenus; ensuite on divise par 
le plus petit des trois nombres R, R’ et C, les deux 
autres, etc. Le dernier diviseur qui donne un reste 
nul est le P. G. C. D. des trois nombres : A, B, C. 


En effet, ona: A=Cq + R 
B=Cq4' + R' 
Donc tout diviseur commun à : A, B, C, est diviseur com- 
mun à: R, R', C, et réciproquement. 


100. 


Pour trouver le P. G. C. D. entre le nombre N et 
le produit de plusieurs facteurs A x B x C, on peut 
opérer comme suit : | 

Chercher le P. G. C. D. entre N et A; soït D ce 
nombre. 

- Diviser N par D et chercher le P. G. C. D. entre ce 
quotient q et B; soit D' ce nombre. 

Diviser q par D' et chercher le P. G. 
quotient q' et C; soit D" ce nombre. 


`. D. entre le 


Lame) 
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Le P. G. C. D. entre Net A x B x C est D x D 
sc D", 


En effet, il est évident que D x D' x D" est le produit de 
tous les facteurs communs à Net à A x B x C. Donc D x D' 
X D" est le P. C. C. D. de Net de Ax B x C. 


101. 


Si l'on forme la suite : 1, 2,5, 5, 8, 15, 21, 
dont chaque terme est la somme da deux nes 
et si dans l'opération du P. G. C. D. entre P et Q, 
deux restes consécutifs tombent entre deux des mêmes 
termes de cette suite, il n’y en aura aucun dans l'inter- 
valle précédent. 


Soit la suite : 

1, 2, 3, 5, …, A, B, À + B, A + 2B, 2A + 3B, 

Soient R, s, T, trois restes consécutifs de la recherche du 
P. G. C. D. entre P et Q, je dis que si R et S tombent entre 
B et A + B, on paura aucun reste entre B et A. 

En effet, nous avons : R = mS + T, d'où T = R — mS. 
Or, si nous remplaçons R par A + B, nombre plus grand 
que R, et S par B, nombre plus petit que S, nous avons 
T < A + B— mB ou T < A — B im — 1), ou à plus forte 
raison T < A. Donc le reste suivant ne tombe pas entre 
B et A. 


102. 


La recherche du P. G. C. D. de deux nombres exige 
un nombre de divisions au plus égal à cinq fois le 
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nombre des chiffres du plus petit des deux nombres. 


Soient A > B deux nombres, B < 107 et R, S, T, les restes 
successifs obtenus dans la recherche du P. C. C. D. entre 
A et B. 

Nous savons (n° 6) que deux termes de la suite : 4, 10, 10°, 
105, ...., 10%—1, 10%, (1) ne peuvent comprendre plus de 
cinq termes de cette autre suite : 

1, 2, 8, 5, :.. À, B, À + B, À + 2B,2 A + 3B (2 
et qu'entre trois termes consécutifs de la suite (2), il n’y a 
jamais plus de deux des restes R, S, T. (n° 101). Il peut y 
avoir au plus cinq termes de la suite (2), dans chacun des n 
intervalles de la suite (1), ce qui faut au plus 5 n termes de 
1 à 1m. 

Entre chacun des 5 n — 1 intervalles que présentent ces 
termes, il y a au plus un reste; donc il y aura au plus 
5 n — 1 restes. 

Donc enfin le nombre des restes est plus petit que 5 n. 


103. 


Le nombre de divisions à effectuer pour trouver le 
P. G. C. D. de deux nombres entiers est au plus égal 
à l'exposant de la puissance à laquelle il faut élever 2 
pour obtenir le plus petit des deux nombres ou le 
nombre immédiatement inférieur à ce dernier. 


Supposons que n soit le nombre de divisions nécessaires 
pour obtenir le P. G. C. D., D entre A et B, nous aurons : 
A = Bq: +R 
B = R; q2 + R2 
Rı = Re q3 -+ R3 
Ra 2 = Rn—1 Qn +- Ra 
Ou Rn N a D X Qr; car Rx: — Det Rn = 0. 
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Or, on peut toujours supposer le reste plus petit que le 
demi-diviseur employé, en prenant le quotient entier par 
défaut ou par excès, car le P. G. C. D. cherché ne sera pas 
altéré par la forme négative que prendrait un reste. 

Donc: ARES B. 


2 D < Rn— 2. 
Multipliant et simplifiant, il vient : 2%. D < B. 
Or, le cas le plus défavorable étant lorsqu'on a: D = 1, il 
vient : 2” < B. 


104. 


Si deux nombres a et b sont premiers entre eux le 
P. G. C. D. de a + b et de a — b est au plus égal 


Le P. C. C. D. de a + b et de a — b doit diviser leur 
somme 2 a et leur différence 2 b. Il ne peut donc être plus 
grand que le P. C. C. D. de 2 a et de 2 b qui est 2. 


105. 


Tout nombre qui n'est pas premier admet au moins 
un diviseur premier. 


En effet, soit A un nombre non premier. Puisque A n'est 
pas premier, il admet un diviseur d, plus grand que 1 et 
plus petit que A. Si d est premier, le théorème est démon- 
tré. Si d n’est pas premier, d admet un diviseur d' > 4 et 

d. 
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Si d'est premier, le théorème est démontré. Car, d' divi- 
sant d, divise forcément A. 

Si d' west pas premier, d' admet un diviseur d" > 1 et 
< à. | 

Si d" est premier, le théorème est démontré, etc. 

Les diviseurs d, d', d'',.., tous plus grands que 1, allant 
en diminuant, leur nombre est nécessairement limité, et le 
dernier d’entre eux est premier. 

Donc A admet un diviseur premier. 


106. 
La suite des nombres premiers est illimitée. 


Soit P un nombre premier aussi grand qu’on voudra; je 
dis qu’il y a un nombre premier P’ plus grand que P. 

Formons le produit de tous les nombres premiers depuis 
2 jusqu’à P et ajoutons 1 à ce produit. ‘ | 

DORE TZ NOR REX T XX PES. 

S est évidemment plus grand que P. 

Si S est premier, le théorème est démontré. 

Si S n’est pas premier, il admet un diviseur premier P’ 
(n° 405). Or, ce diviseur P' ne peut être aucun des facteurs 
premiers 2, 3, 5, ...., P; car autrement ce facteur P', divi- 
sant S et 2 x 3 x 4 x … x P; devrait diviser 1, ce qui 
est impossible. 

Donc P' est plus grand que P, ce qu'il fallait démontrer. 


107. 


Comment peut-on s'assurer si un nombre entier 
proposé N est premier ou non. 
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Il suffit de le diviser sucessivement par les nombres pre- 
miers moindres que lui, jusqu’à ce que lon arrive à un 
quotient inférieur au diviseur. Si aucune de ces divisions 
ne réussit, le nombre proposé est premier. 

En effet, soit d le plus grand nombre premier essayé, tel 
que le quotient q soit plus petit que d. Si l’on pouvait faire 
exactement la division de N par un nombre plus grand que 
d le quotient de cette division serait aussi un diviseur de N 
et il serait moindre que d et par suite N aurait un diviseur 
premier plus petit que d. Ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Donc N est premier. 


108. 


On peut trouver une suite de m nombres consécutifs 
dont aucun n'est premier. 


En effet, quel que soit le nombre entier m, le produit : 

4e 1X2X8X4Xx...x (m + 1) + 2, est divisible par 2. 

2 1X2X3X4X...x(m + 1) + 3, est divisible par 3. 

3 1X2X3X4%X...x {(m + 1) + 4, est divisible par 4. 

m 1x2x3x4x...x(m+ 1) + (m + 1), est divisible 
par m + 1. 

Donc aucun de ces m nombres n’est premier. 


109. 


Forme générale d'un nombre premier avec un divi- 
seur donné. 


Soit 6 ce diviseur. 
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Tout nombre est par rapport à 6 de l’une des formes ; 
(m étant entier). 

6m, 6 m +1, 6 m + 2, 6m + 3, 6 m + 4, 6 m + 5, 

6 m est divisible par 6. 

6 m +9, » par 2. 

6m+3, » paré. 

6 m +4, o» par 2. 

Donc les formes 6 m + 1 et 6 m + 5 ne donneront que des 
nombres premiers avec 6. ; 


110. 
Deux nombres consécutifs sont premiers entre eux. 


Soient n et n + 1 ces deux nombres. 

Si n et n + 4 avaient un facteur commun, ce diviseur 
devrait diviser leur différence qui est 4. 

Donc n et n + 1 sont premiers entre eux. 


B et mB + 1 (m et B étant deux nombres entiers) 
sont premiers entre eux. 


En effet, tout nombre qui divise B divise m B et par suite, 
si un nombre n divisait B et m B -+ 1 il devrait diviser 1, 
ce qui est impossible. i 

Donc B et m B +1 sont deux nombres premiers entre 


eux. 
112. 


Tout nombre impair et la moitié du nombre pair sui- 
vant sont deux nombres premiers entre eux. 
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Soient 2n +14 et 2n +2 ces deux nombres. Il s'agit de 
prouver que 2 n + 1 et n+ 1 sont deux nombres premiers 
entre eux. 

2 n +1 peut s'écrire : n + m + 1). 

Sin + 4 et 2 n + 1 avaient un facteur premier commun 
ce facteur divisant la somme 2 n + 1 et l’une de ses parties 
n + 1 devrait diviser l’autre partie n de cette somme, Or, 
n etn +4 sont premiers entre eux; donc aussi n + 1 et 
2 n + 1 sont premiers entre eux. 


113. 


Les trois nombres n, n + 1 et 2 n + 1 sont pre- 
miers entre eux deux à deux. 


En effet, n et n + 1 sont premiers entre eux (n° 110). 

n + Let2n +1 sont aussi premiers entre eux (n° 142). 

Enfin, n et 2 n + 1 sont aussi deux nombres premiers 
entre eux (n° 411). 


Donc les trois nombres n, n + 1, 2 n + 1 sont premiers 
entre eux deux à deux. 


114. 


Si a et b désignent deux nombres premiers entre 
eux a + b et a b seront aussi premiers entre eux. 


Si a + b et a b ne sont pas premiers-entre eux, soit æ un 
de leurs facteurs premiers communs. 

æ étant premier et divisant a b doit diviser a ou b. Admet- 
tons qu'il divise b. æ divisant b et a + b doit diviser a. Done 
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a et b auraient un facteur commun ce qui est contraire à 
l'hypothèse. 


115. 


Si a etb désignent deux nombres premiers entre 
eux a + bet a — ab + b’ ne peuvent avoir d'autre 
facteur premier commun que 5. 


a? — a b + b? peut s'écrire : a? +2 a b + b? — 3 a b ou 
(a + b) — 3 a b. Or, (n° 114) a + b et a b sont premiers 
entre eux. Donc le facteur 3 est le seul qui puisse être 
commun à (a + b) et à 3 a b. Donc a? — a b + b? et a + b 
nont d'autre diviseur commun que 3. 


116. 


Si un nombre n'est pas divisible par 3, son double 
+ 1 ou son double — 1 est divisible par 5. 


Tout nombre non divisible par 3 est de la forme 3 n + 1. 
Le double de ce nombre est 6 n + 2; et ce nombre 
augmenté de 1 ou diminué de 1 suivant qu'il est de la forme 
6 n + 2 ou 6 n — 2 est évidemment un multiple de 3. 


11%. 


Si n est un nombre premier avec 5, 4 n° — 1 est 


divisible par 3. 


En effet, n étant premier avec 3, est de la forme 3 m + 1 
et par suite : , 
2 n est de la forme 6 m + 2; donc 4 n? — 4 devient : 
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(6 m +2)? — 1, ou 36 m? + 24 m +-4—1 = 36 m? + 24 m 
+ 3 =M. 3. 


118. 


Tout nombre qui précède ou celui qui suit un 
nombre premier absolu plus grand que 5 est divisible 
par 6. 


Soit n un nombre premier plus grand que 3; n est impair. 

Le nombre qui précède n est n — 1, celui qui suit n est 
n +1. Or, n — 1 et n + 1 sont pairs et par suite divisibles 
par 2. 

De plus n — 1, n, n + 4 étant trois nombres consécutifs 
l'un d’eux, est divisible par 3. Or, ce ne peut être n qui est 
premier ; ce doit donc être n — 1 ou n +1. 

n — 1 et n + 4 étant tous deux divisibles par 2, et l'un 
d'eux étant divisible par 3, n — 1 ou n + 1 doit être divi- 
sible par 6. 


119. 


Tout nombre premier absolu plus grand LUE 5 est de 
la forme 6 m + 1. 


En effet, (n° 118) tout nombre qui précède ou qui suit un 
nombre premier absolu plus grand que 3, est de la forme 
6 m. Donc tout nombre premier plus grand que 3, est de la 
forme 6 m + 1. 


120. 


Quel que soit le nombre entier n, l'expression 
n (2 n° + 1) est toujours divisible par 5 
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Si n est divisible par 3, le théorème est évident. Si n mest 

pas divisible par 3, n est de la forme 3 P + 1 et n? = 9 P? 

+ 6 P + 1 — m. 3 + 1 et par suite 2 n2? = m. 3 + 2 et enfin 
2 n2 +1=m. 3. 

Donc le produit n (2 n? + 1) est toujours divisible par 3. 


121. 


Si l'on multiplie deux nombres consécutifs, leur 
produit est pair. En prenant la moitié de ce produit, 
on aura un nombre qui, divisé par 5, ne pourra jamais 
donner 2 pour reste. Ou : le produit de deux nombres 
consécutifs divisé par 6 ne peut jamais donner 4 pour 
reste. 


Soient n et n + 1 ces deux nombres consécutifs. L'un 
d'eux étant pair leur produit n (n + 1) est divisible par 2. 

Supposons n pair et égal à : 2 m. Nous aurons donc : n 
(n+1) = 2 m (2 m + 1) et en divisant ce produit par 2 : 
m (2 m + 1). Il s’agit donc de prouver que m (2 m + 1) 
divisé par 3, ne peut jamais donner 2 pour reste. 

m est par rapport à 3, de l’une des formes : 3 p, 3p +1 
ou 3 p + 2 et par suite 2 m -+ 1 est de l’une des formes cor- 
respondantes: 6 p + 1, 6 p + 3 ou 6 p + 2. 

Donc enfin le produit m (2 m + 1) est de l’une des deux 
formes : 3 p (6 p + 1) ou (3 p + 9) (6 p + 2) —2Kp +1 
et par suite, m (2 m + 1) divisé par 3, ne peut donner pour 
reste que 0 ou 1, mais jamais 2. 


On traiterait de la même manière le cas de n impair. 
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122. 


Un nombre est de la forme n° + n + 1 (n étant 
entier) démontrer : 

1° Que ce nombre est impair. 

2° Que, divisé par 5, il donne pour reste 4 ou 0. 

5° Que le chiffre des unités ne peut être que 1, 3 
ou 7. 


do 


n? + n +1 est impair. 

Si n est pair : n? + n +1 est impair. 

Si n est impair : n est de la forme 2 p + 1 et n2+-n +1, 
devient 4 p? + 4 p + 1 +9 p +1 +1 ou m. 2 +1; donc 
m? -+n + 1 est impair. l 


Jo 


n? + n + 1 divisé par 3, donne pour reste 1 ou 0. 

Si n est divisible par 3, il est évident que n? + n + 1, 
divisé par 3, donne { pour reste. 

Si n west pas divisible par 3, il est de la forme 3 n + 1 
et n? + n + 1 devient 9 n2 + 6 n + 1 + 3p +1 + 1; 
c'est-à-dire de la forme m. 3 + 2 + 1, et en divisant ce 
résultat par 3, il reste 0 ou 1. 


3° 


n? +n + 1 est toujours terminé par 1, 3, ou 7. 

Si n est terminé par 0, n? + n + 1 est évidemment ter- 
miné par 1. 

Si n est terminé par 1 ou 9, n? est terminé par 1 ; donc 
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n? + n + 1 est terminé par 4 + 1 + 1, c'est-à-dire par 3, 
ou par 4 +9 + 1, c’est-à-dire par 1. 

Si n est terminé par 2 ou 8, n? est terminé par 4; donc 
n? + n + 1 est terminé par 4 + 2 + 1, c'est-à-dire par 7, 
ou par 4 + 8 +1, c’est-à-dire par 3. 

Si n est terminé par 3 ou 7, n? est terminé par 9; donc 
n? + n + 1 est terminé par 9 + 3 + 1, c'est-à-dire par 3, 
ou par 9 + T + 1, c’est-à-dire par 7. 

Si n est terminé par 4 ou 6, n? est terminé par 6; donc 
n? + n + 1 est terminé par 6 + 4 + 1, c'est-à-dire par 1, 
ou par 6 + 6 + 1, c’est-à-dire par 3. 

Si n est terminé par 5, n? est terminé par 5; donc n? + n 
+ 41 est terminé par 5 + 5 + 1, c'est-à-dire par 1. 

Donc enfin n? + n + 1 est toujours terminé par un des 
chiffres 1, 3, 7. 


123. 


n désignant un nombre entier quelconque, le pro- 
duit n (n + 1) (2n + 1) est divisible par 6. 


Dabord n (n + 1) est divisible par 2; car le produit de 
deux nombres consécutifs est pair. 

Si n est divisible par 3, le théorème est démontré. 

Si n west pas divisible par 3, n est par baih à 3 de 
lune des formes 3m -+ 1 ou 3m — 1. 

Si n est de la forme 3m — 1, n + 1 sera divisible par 3. 

Si n est de la forme 3m + 1, 2n + 1 sera de la forme 
6m + 2 + 1 = m.3, et par suite divisible par 3. 

Donc enfin ce produit est divisible par 2 et par 3, et par 
suite par 6. 


124. 


Le produit de tous les nombres entiers consécutifs 
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SRE: 

depuis 1 jusqu'à P — 1 n'est jamais divisible par P, si 
P est un nombre premier et l’est toujours si P n’est pas 
un nombre premier. 


Si P est un nombre premier, il sera premier avec tous 
les nombres 1, 2, 3, ...., P — 1, et par suite avec leur pro- 
duit; donc il ne peut le diviser. 

Si P = a”, a étant un nombre premier, on aura : 
P — 1 = a” —1 ; donc P —1 est plus petit que a?— a —1, 
ou que a” —! (a — 1) et a” —1 (a — 1) surpasse a?—1, 

Par conséquent, dans la suite des nombres 1, 2, 3, ...., 
P — 1, on trouvera a, a?, a8, ...., at — 1. 

Donc le produit 1 x 2 x 3 x ... x (P — 1) contiendra le 
facteur a élevé à une puissance au moins égale à : 1+ 24- 
3 + .... + (n — 1), nombre toujours supérieur à n. Donc le 
produit est divisible par a” et par suite par P. 

Si P = a” bm cr ; d'après le même raisonnement, le pro- 
duit 14 x 2 x 3 x .... x (P—1) sera divisible par a” , par 
b et par c”, et puisque d*, b”, c” sont premiers entre 
eux deux à deux, ce produit est divisible par a? x br X e” 
ou par P. 

Si n = 2; P = &@ et P —1 = a? — 1 = (a + 1) (a—1). 

Dans ce cas, P — 1 est plus grand que a (a — 1); on 
trouvera donc parmi les facteurs du produit: a, 24, 34, …….; 
(a — 1)a; donc le produit sera divisible par a2—1, et par 
conséquent par a? = P, si a est plus grand que 2. 

Si a = 2; P — 2%; alors le théorème est en défaut, car 
4 x 2 x 3 n'est pas divisible par 4. 


125. 


a et b étant deux nombres premiers, il y a (a — 1) 
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(b — 1) nombres premiers avec ab et plus petits 
que ab. 


Les ab — 1, nombres inférieurs à ab, peuvent se partager 
en trois groupes. 
1° Ceux qui sont divisibles par a. 


4, 20, 86, hosi , (b — 1) a, et il y ena: b— 1. 
2 Ceux qui sont divisibles par b. 
D SDAD eos , (a— 1) b, et ilyen a: a — 1. 


3° Ceux qui ne sont divisibles ni par a ni par b, leur 
nombre est : 

ab — 1 — (a — À) — (b — 1). ou ab — 1 — a + 4 — b 
+14, ou ab — b — a + 1, ou b (a — 1) — (a -— À), Cest- 
à-dire: (a — 1) (b — 1). 


126. 
Soit N = a- bé, (a et b étant les facteurs premiers 
p 
a 
nombre de nombres premiers avec N et plus petits 


que N. 


de N), démontrer que : N (1 — ) (1 — 5) exprime le 


Il est évident que si de la série 1, 2, 3, .... , N.. (1) nous 
enlevons tous les nombres divisibles par a, il ne restera que 
des nombres premiers avec a. Si de ceux-ci nous enlevons 
tous les nombres divisibles par b, il ne restera que des nom- 
bres premiers avec a et b et par suite avec a X b ou N. 

Les nombres compris entre 1 et N, divisibles par a sont : 

N N /N 
L'IROR LS rs x a et leur nombre est — (= représen- 
) a 
tant la partie entière du quotient de N par a). En suppri- 


.N ge L N 
mant ces — nombres dans la série (1), il restera N — FR 
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] . . r 
N (1 D nombres premiers avec a compris entre 1 et N. 


[l] faut ôter de ceux-ci tous les nombres divisibles par b, 
compris entre 1 et N. D’après le raisonnement ci-dessus il y 


N AE P N ; 
en a-y- Mais il faut en déduire de A les multiples de b con- 
3 z SA late N s; 
tenus dans les nombres : 4, 24,3 a, ...., =a x a, déjà en- 


A r a N 
levés et ces multiples sont évidemment au nombre de TE 
a 


MANAGEO AA ARA REETAN HA à 
Donc il y E MES: multiples de bà enlever de N (1 E 
ce qui donne N (1 ——) — ai (1 ——) ou N (1 —=) 


li ; : 
( 1 ——) nombres premiers avec 4 et b et compris entre 1 


et N. 


123. 


Sia, b, c, d sont quatres nombres premiers avec un 
cinquième P et si a x b — ¢ x d et a — c sont divi- 
sibles par P, b — d sera aussi divisible par P. 


ab — cd peut s'écrire : 

ab — ad + ad — cd, ou a (b — d) + d (a — €). 

Or, P divisant ab— cd, ou a (b — d) + d(a — ¢) et a — ¢ 
doit diviser a x (b — d). Or il est premier avec 4, donc il 
doit diviser b — d. 


128. 


On ne peut élever une fraction au carré, au cube,... 
à la n™ puissance sans changer la valeur de cette frac- 
tion. 
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En effet, en élevant une fraction au carré, au cube, ...., 
à Ja nv puissance, on multiplie ses deux termes par 
des nombres différents; donc cette fraction change de 
valeur. 


129. 


On ne peut extraire la racine carrée, cubique, 
des deux termes d’une fraction sans changer la valeur 
de la fraction. 


En effet, en élevant la racine trouvée au carré, au cube, 
es , On devrait reproduire la fraction équivalente primitive, 
ce qui est impossible (n° 198). 


130. 


Une fraction ne change pas de valeur quand on 
reproduit les nombres qui la forment, en ayant soin au 
préalable d'amener par des zéros le même nombre de 
chiffres à ses deux termes. 


ETE be abc abe 
Ainsi : dns à est égal à : e ter À 
mn MNOMNO mn 
abc abc abc abc X 1001001 abc 
Ep ekol en DRE te Ré SU ur hs DO L ES - 
mn 0 mn 0 mn mn X 1001001 mn 
131. 


Lorsqu'on ajoute un même nombre aux deux termes 
d'une fraction, le résultat sera compris entre l'unité et 
la fraction elle-même, en sorte que la fraction augmen- 


WwWw.rcin.org.pl 


Met," ARE 


tera si elle est plus petite que l'unité et diminuera si 
elle est plus grande que l'unité. 


N -e aA . . A ` 
Soit ‘à cette fraction, ajoutant ¢ à ces deux termes, il 


LL ets 
DAC 
A cas:: à: Lob 
hà IP à d Anan TD- a 
lor Ad = a A et 
Al b b b + c 5 + c 


Ces deux différences ont le même numérateur. Donc, la 
seconde, qui a le plus grand dénominateur. est la plus 


$ a + c À a 

tite ; donc : est plus près de 1 que ——. 
petite ; do ares plus p que — 

gme che: SP 
a a — b a +c a — b 
s: ——14— m et —— —1— ——— et 

Alors 5 5 re Fe e 
lon voit comme précédemment que 2 est plus près de 1 

JAn b 
AU ET € | 

132. 


Si l'on soustrait un même nombre des deux termes 
d'une fraction, le résultat sera compris entre l'unité et 
la fraction elle-même, en sorte que la fraction augmen- 
tera si elle est plus grande que 1 et diminuera si elle 
est plus petite que 1. 


A 


La démonstration est analogue à celle du théorème pré- 
cédent. 


133. 


Comparer deux fractions équivalentes non irréduc- 
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tibles après avoir augmenté leurs deux termes d'un 
même nombre. 


se am an 
Soient — et — 


ces deux fractions, et p le nombre 
bm bn 


donné. 
Ajoutant p à leurs deux termes et réduisant au même 
dénominateur, il vient : 
a am + p 2) an + p et abmn + bpn + amp + p? 
bm+p bn+p (bm -+ p) (bn + p) 
abmn + bmp +- anp + p? 
7 GnFp) (mtp) 
Les deux numérateurs ayant la partie abmn + p? com- 
mune, il reste à comparer les parties non communes. 
p (bn +- am) et p (bm +- an), ou bn + am et bm + an. 
1'e hypothèse: bn + am > bm + an. 
Qme » bn + am < bm + an. 
La première relation peut s'écrire : 
n (b — a) > m (b — a), d'où n >m 
Et m (a— b) > n (a — b), d'oùm > n. 


a 
D 
l'unité, la fraction résultante (1) sera plus grande que la 
fraction résultante (2) ; si n est plus grand que m et lorsque 
+ est plus grande que l'unité, la fraction (1) 


Donc, lorsque la fraction proposée —— est plus petite que 


la fraction 


sera plus grande que la fraction (2), si m est plus grand 
que n. 


La deuxième relation conduira à des conclusions absolu- 
ment contraires. 
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Comparer deux fractions non irréductibles mais 
équivalentes, après avoir diminué leurs deux termes . 
d'un même nombre. 


La marche à suivre est analogue à celle du théorème pré- 
cédent. 


135. 


Etant données plusieurs fractions, trouver d'autres 
fractions respectivement égales aux premières et telles 
que le dénominateur de chacune d'elles soit égal au 
numérateur de la suivante. 


Ge &...0!-'.@ ; X , à 
Soient : > D 37 trois fractions données, et soient ; 
z S, Ya les trois fractions qui répondent à la question : 
g 
On aura : h 
pre 
d a! 
a PEL. À 
a Í b 
I! 
LT 
g b" 
et multipliant terme à terme : 
EXAKT . axa x a' PAR T aata" 
dXfXg bXbXb" g bbb 


D'où cxb b'b" = g x a a' a" et par suite c = a x a! x a" 
et g= b x b' x b". 

En remplaçant g par sa valeur dans (3) on trouve f = b 
b' a" et par suite d = b a! a". 
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; y ; a a! a! 
Donc enfin les trois fractions demandées sont : LT? 
a «a 
ba'a". bb'a! 
bb! a!” bb bt 


136. 


La somme des numérateurs de plusieurs fractions 
divisée par celle de leurs dénominateurs est comprise 
entre la plus grande et la plus petite de ces fractions. 


; b d k l 5 
Soient : “3 > F > £> T Duh D> F > ces fractions. 


Nous avons : 


D penh p. 


x a!, et faisant la somme : 


ou EE UEY TEEI" PAI EN, << (a MAR ARA ED, 
a 


ni te rera Eo LA. 
d+b+c+d+. TT 
A E 
l 
e a x D 
l 
BE e A e; 


x l', et faisant la somme : 
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CR OT CD REA 0 an = at + D. EE). 


137. 


we Q Q . , Q 1 
Si z est une fraction irréductible, 1 + à sera une 


expression irréductible. 


a b+a 
He et 
En effet, si b + a et b avaient un facteur commun x, ce 
facteur divisant b + «a et b devrait diviser a; donc a et b 
auraient un facteur commun, ce qui est contraire à l’hypo- 
thèse. 


138. 


Si 5 est une fraction irréductible m + 5 sera irré- 
duetible (m est un nombre entier). 
a mb + a 
M: TE 1: == b 

En effet, sim b + a et b avaient un facteur commun g, 
ce facteur divisant m b + a et h devrait diviser a; donc a et b 


auraient un facteur commun, ce qui est contraire à l'hypo- 
thèse. 


139. 


ve Q è . . , . 2 . 
Si , est une fraction irréductible % + 7; est aussi 
irréductible. 


a a? ab+-a° a (b + a) 
Fa OUR SAM nd d, 


peut s'écrire 
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F .. 4(b+a):, a ' i 

Si la fraction SE A est pas irréductible, il faut que 
a etb ou a + b et b aient un facteur premier commun. 

Or a et b étant par hypothèse premiers entre eux n’ont 
pas de facteurs communs. a + b et b ne peuvent non plus 
en avoir; car tout facteur qui diviserait b et a + b devrait 
diviser leur différence a ; donc a et b auraient un facteur 
commun, ce qui est contraire à Phypothèse. 

a? 


a APRES 
Donc enfin ja + Te est une expression irréductible. 
) [4 


140. 


Si a, b, ¢, sont trois nombres premiers entre eux 
À EE 1 Lg 
deux à deux : z + g + - est une expression irréduc- 
tible. 


bc + ac + ab 
abc à 
Supposons qu’un facteur premier m soit commun au 
numérateur et au facteur b du dénominateur. Le facteur m 
divisant le numérateur et les deux parties be et ab de ce 
numérateur, doit diviser la troisième partie a X € et par 
suite il doit diviser a ou €, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Donc l'expression proposée est irréductible. 


Cette expression peut s'écrire : 


141. 


Dans quel cas le quotient de deux fractions irréduc- 
tibles, est-il un nombre entier. 


a 


Soient 5 


et = deux fractions irréductibles. I faut que 
l 


WwW.rcin.org.pl 


HU — 


A : ; xd | 
tonat TE 4 W: aasi qg (q étant un nombre 
F7 ea Oui re À. | 


entier). 

Il faut donc que a x d soit exactement divisible par b x c. 

Or € étant premier avec d et devant diviser a x ddoit 
diviser 4. 

Donc: 4 = meie: 

De même b, devant diviser «a x d et étant premier avec a, 
doit diviser d. 

Donc: d =n x b. 

Donc le numérateur de la fraction dividende doit être un 
multiple entier du numérateur de la fraction diviseur, et le 
dénominateur de la fraction diviseur doit être un multiple 
entier du dénominateur de la fraction dividende, 


142. 


Étant données plusieurs fractions irréductibles, 
trouver la plus petite fraction irréductible qui, divisée 
par chacune des fractions proposées, donne des quo- 
tients entiers. 


Z, <, trois fractions irréductibles don- 
(4 


j G JAAM A i 
nées et ri la fraction irréductible cherchée. 


Re a 
Soient ——, 
a 


Nous devons avoir : 


w aq 
b ble 
+ re E' ou ne iiaa 
2; = Erou <= E" 
ae i 
D'où (n° 141) : 
al = mg et g9 = mue 
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2 D = m.q eq = M. b 

 c—m dd .etq—= M. c 

Donc a, b', c', doivent être divisibles par q' et a, b, c, doi- 
vent diviser 4. 

Or, par hypothèse, q doit être le plus petit possible et q' 
le plus grand possible. 

Donc q doit être le moindre multiple des nombres 4,b, €, 
et q' doit être le plus grand commun diviseur des nombres 
DDE re 

Je dis que la fraction + est irréductible. Car si le 


P. G. C. D. de a', b!, c!', et le P. P. C. M. de a, b, c,avaient 
un facteur commun, ce facteur devant se trouver dans tous 
les dénominateurs et au moins dans l’un des numérateurs 
d’une des fractions proposées, cette fraction ne serait plus 
irréductible, ce qui est contraire à l'hypothèse. 


Donc enfin D est la fraction qui répond à la question. 


N. B. Si les dénominateurs des fractions proposées 
étaient des nombres premiers entre eux, leur P. G. C. D. 


e s LE | . q , . . 
serait l'unité et dans ce cas la fraction eT se réduirait au 


nombre entier q, c'est-à-dire au P. P. C. M. des numéra- 
teurs. 
143. 


Trouver la plus grande fraction irréductible, plus 
petite que l'unité, qui divise un nombre entier. 


PC š a k A 
Soient n ce nombre entier et + la fraction cherchée. 


Nous devons avoir : 
1° a plus petit que b. 
2 a le plus grand possible. 
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3 — le plus près possible de l'unité. 


a n X b k 
40 n : TE ou — un nombre entier. 


i | "AAF 
Or, a étant premier avec b pour que L soit un nom- 
bre entier, il faut que a divise n et comme a doit être plus 
grand possible, il faut que a = n. 
De plus a devant être plus petit que b et L devant être le 


plus près possible de l'unité il faut me b—a+i=n+1i. 


La fraction cherchée est donc — 


au 


144. 


Deux fractions irréductibles ne peuvent avoir pour 
somme ou pour différence un nombre entier que si 
elles ont le même dénominateur. 


Soient < et —- ces deux fractions et supposons que 


l’on puisse avoir —- = - — = 4, (nombre entier). 


D'où:ad+be—bdq. 

b divise b c et b d q donc il divise a d et par suite d. 
d divise a d et b d q donc il divise b c et par suite b. 
Donc h = d. 


145. 


La somme de trois fractions irréductibles ne peut 
être un nombre entier si l'un des trois dénominateurs 
contient un facteur premier qui ne divise aucun des 
deux autres. 


www.rcin.org.pl 


2 


+ a 
Soient 7 F 


Å 2 À 
Eh ces trois fractions et supposons que 


lon ait : -5 Ta + — = 4 (nombre entier). 
l L AE + "1 c 
On en déduit ON La ro | 
ab'+ ba!  d 
UNE 4 
ab! + ba! 
a 
d c 
Nous avons donc : Fe ie Pol à 
Et par suite (n° 1444) d' = «. 
Or, a! b'est un multiple de d'; donc e divise a! b! ce qui 
ne peut avoir lieu que pour autant que tous les facteurs pre- 
miers de ¢' entrent dans a! ou þ'. 


d à 
Posons (> représentant la fraction 


irréductible équivalente à : 


146. 


Si lon range par ordre de grandeur toutes les frac- 
tions irréductibles moindres que l'unité dont le déno- 
minateur est inférieur à un nombre entier n, les frac- 
tions à égale distance des extrèmes auront le même 
dénominateur et leur somme sera l'unité. 


b 
Soient 7 > 7 > > + > L >t etk kim 
Les ne complémentaires 
a—a _b—b c'—c h —h KH—Rk 
s se << —— 


seront toutes différentes en même nombre que les premières 
et irréductibles (n° 137). 

De plus leurs dénominateurs étant tous plus petits que n, 
ces fractions doivent être égales aux premières, peee en 
ordre inverse. 
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Donc 
7] = +, d'où = 1 — à , et par suite: 
HT =i 
De même : 
A NA UN Lux 1— fp d'où z T i = 1, et d'après 


me 4144): a! = k'; b! = h', etc. 


147. 


1 1 


l 
Jp = Merne 
Prouver que à + UE 7 


3 X 5 


est égal à D quel que soit le 


1 n+ 
F@ED@+3 dn + 


nombre entier n. 


Ona: 


~l 
X 
© 
Le) 
-~l 


| LT a giii Az 
@n+D@n+3 ta nEn 


x 6 à membre à membre et réduisant, il vient : 


l l n+l 
3 3x5 TE i 5x 7 ee PRES D@n+3) mF 
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148. 


Soit la suite des fractions. 


l 1 1 1 1 
staza taxa dxe e Faq P'ou: 


ver que cette somme est plus petite que l'unité et en 
1 
diffère de 


(n étant un nombre entier). 


n + 1? 
1 1 
On a : re ra 
1 1 1 
“ETAT LINE TE 
1 1 1 
aT t GS à 
1 i 1 
TE MR RE A 
1 1 1 
nF) n nT 


Ajoutant membre à membre et réduisant, il vient : 
1 


1 1 1 : 1 
SENTE Tee CMD TE STI 


149. 


P : TE 41 , 
Soient les fractions : 5, 3, 3, x» .., prouver qu on 


peut en prendre un assez grand nombre pour que leur 
somme surpasse un nombre quelconque n. 


On peut grouper les fractions comme suit : 
l “4 


L 1 1 1 
CDI TN TT MNT ONE Ce 
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La forme générale de ces fractions est donc : 


1 1 1 1 
Mis nat piste 
Or cette dernière expression est évidemment plus grande 


1 1 1 1 1 
(LE on PT LE m 2 


que: 
1 

Donc, chaque groupe est plus grand que r 
Donc n étant un nombre quelconque, en prenant 2n grou- 
pes, on sera sûr d’avoir une somme plus grande que 


1 
2n x z Où que n. 


150. 


Addition et soustraction des fractions décimales 
périodiques simples et périodiques mixtes ayant le 
même nombre de chiffres non périodiques. 


1° Soit à ajouter : 

0,123123193 et 0,121212. 

On cherche le moindre multiple du nombre des chiffres 
des périodes. La première fraction a une période de3 chiffres 
la seconde de 2. Le moindre multiple de 2 et de 3 étant 6, 
on aura à ajouter : 

0,123193 123193 

0,121212 121212 ce qui donne 

0,144335 144335 pour somme. 

2 Soit à ajouter : 

0,23456456 et 0,123434. 

On trouvera comme ci-dessus que l'on a à ajouter : 

0,23 456456 : 

0,12 343434 ce qui donne 

0,35 799890 pour somme. 

N. B. on agirait de même pour la soustraction. 
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151. 


Addition et soustraction des fractions décimales 
périodiques n'ayant pas le mème nombre de chiffres 
non périodiques. 


Soit à ajouter : 

0. 23456456 et 0,24545. 

Multiplions ces deux fractions par 100. Il vient : 23, 456 
456 et 24, 5454 appliquant la marche ci-dessus (n° 150), il 
vient: 23,456456 + 24,545454 — 48,001911 et divisant 
par 100. Il vient : 0,48001911 pour somme cherchée. 

N. B. On agirait de même pour la soustraction. 


152. 


On ajoute 2, 5, .., n fractions décimales périodi- 
ques simples moindres que l'unité entre quelles limites 
la somme est-elle comprise et quelle est cette somme. 


Considérons 2 fractions. 
Leur somme est plus petite que 2, car chacune d'elles est 
plus petite que 1, mais leur somme peut être 1. 


2 7 
Exemple : 0,22 + 0,77 — 9 + o T $. 


Prenons 3 fractions. 
Leur somme est plus petite que 3, car chacune d'elles est 
plus petite que 1, mais elle peut être égale à 2. 
8 3 
Exemple : 0,888 + 0,777 -+ 0,333— À + + + + —9 
Si l’on a n fractions. 
Leur somme est plus petite que », mais peut être égale à 
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n — 1 et cela arrive lorsque les fractions ayant le même 
nombre de chiffres à la période, la somme des n périodes 
vaut n — 1 fois le dénominateur commun, qui n’est com- 
posé que du chiffre 9, ce chiffre écrit n fois consécutives. 
Enfin si la somme n'est pas un nombre entier elle ne peut 
être qu'une fraction décimale périodique simple, car le 
dénominateur ne peut se composer que d’une suite de 9. 


153. 


On ajoute 2, 5, ...., n fractions décimales périodi- 
ques mixtes moindres que l'unité entre quelles limites 
cette somme est-elle comprise et quelle est cette 
somme. 


Considérons 2 fractions. 

Leur somme est plus petite que 2, car chacune d'elles est 
plus petite que 1; mais leur somme peut être 1. 

Exemple : 0,677 0,322 …. — 0,99 …. — 1. 

Prenons 3 fractions. 

Leur somme est plus petite que 3, car chacune d'elles est 
plus petite que 1, mais leur somme peut être 2. 

Exemple : 0,811 + 0,922 + 0,266 — 1,999 ... = 2. 

Prenons n fractions. 

Leur somme est plus petite que n, mais elle peut être 
égale à n — 1. 

Enfin si la somme n'est pas un nombre entier ; elle peut 
ètre une fraction décimale exacte, périodique simple ou 
périodique mixte. 
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154. $ 


On soustrait l’une de l’autre deux fractions décimales 
périodiques simples moindres que l'unité, quel est le 
résultat obtenu ? 


La différence a pour dénominateur un nombre formé 
d'une suite de 9 et le numérateur est nécessairement plus 
petit que le dénominateur; par suite, le résultat est une 
fraction décimale périodique simple, moindre que l'unité. 


155. 


Quel est le reste que l’on obtient en soustrayant 
l'une de l’autre deux fractions décimales périodiques 
mixtes plus petites que l'unité. 


Le reste ne peut jamais être un nombre entier, car cha- 
cune des deux fractions est plus petite que l'unité, mais le 
reste peut être une fraction décimale exacte. 

Exemple : 0,8333 — 0,1333 — 0,7. 

Ou une fraction décimale périodique simple. 

Exemple : 0,81111 — 0,03333 — 0,777. 

Ou une fraction périodique mixte. 

Exemple : 0,42333 — 0,1777 — 0.24555. 


156. 


Le produit de 2, 5, ...., n fractions décimales 
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périodiques simples moindres que l'unité est une frac- 
tion décimale périodique simple moindre que l'unité. 


La génératrice d’une fraction décimale périodique simple 
est une fraction ordinaire dont le dénominateur est premier 
avec 2 et 5. 

Le produit des génératrices est donc une fraction moindre 
que l'unité dont le dénominateur est un nombre premier 
avec 2 et 5 et, par conséquent, celle-ci, réduite en décimales, 
donnera naissance à une fraction décimale périodique 
simple. 


157. 


Déterminer le produit que lon obtient en multi- 
pliant l’une par l’autre deux fractions décimales pério- 
diques mixtes plus petites que l'unité. 


Le produit ne peut être un nombre entier parce que cha- 
cune des deux fractions est plus petite que l'unité. 

Le produit peut être une fraction décimale exacte. 

Exemple : 0,1466 x 0,40909. — -== x HE — 0,06. 
Ou une fraction décimale périodique simple. 

5 4 2 2 

Esempi: Te e Ta à 7 
Ou une fraction décimale périodique mixte. 


5 5 > 
Exemple : Au a 


© 


158. 


Déterminer le quotient de deux fractions déci- 
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males périodiques simples moindres que l'unité. 'é. 1e. 


Soit à diviser : 

1° Deux fractions décimales périodiques ayant le même ne Me 
nombre de chiffres à la période, 

0, abc …. kabe x- k par 0, dbo skabe …… kr. 

Ce qui revient à diviser : 

TS PCR 
999 .... 9 BeF 999 … 9 
` ab er... k 

Le quotient est : nr pr 

Si donc abc... k est exactement diaisible par a! b' ©... K! ” 
le quotient est un nombre entier. 

Si, après simplification, le dénominateur ne contient ni 2 4 
ni 5, le quotient est une fraction décimale périodique 
simple. 

Si après simplification le dénominateur ne contient que 
des 2 et des 5, le quotient est une fraction décimale exacte. - 

Si, après simplification, le dénominateur contient des 2, . 
des 5 et d’autres facteurs, le quotient est une fraction déci- 
male périodique mixte. 

2 Deux fractions décimäles périodiques simples n'ayant 
pas le même nombre de chiffres à la période, 

0,abe … kabe iik par 0,a'b'e' … El'a'b'e! ….. kT'. 

Le quotient est : Re, 

Un raisonnement analogue à celui ci-dessus conduira aux 

mêmes conclusions. 


159. 


Déterminez le quotient de la division de deux frae- 
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tions décimales périodiques mixtes moindres que 
l'unité. 


Le quotient peut être un nombre entier. 


: MEEI i 
Exemple : 0,388: 0,0777 = Bip” 5. 
Ou ane fraction décimale E 
25 17 
Exemple : 0,188 : 0,977 — — T; Mot h 0,68. 


Ou une fraction décimale pre simple. 


Ou une fraction décimale périodique mixte. 
411 14 11 


9 Er PASS 
Exemple : 0,1222 : 0,1888 = D: 5e = i 


160. 


Soit la fraction périodique mixte : o, abpqr pqr. 
; abpqr — ab 
Prouver que les deux résultats : = : 
À 99900 — ‘! 
abpqr pq — abpq À À 
— <>" — sont identiques. 
9990000 À 
. abpqr pq — abpq 
En effet : GS 
abpqr 00 -+ pq — ab 00 — pq 
9990000 
abpqr 00 — ab 00 g abpqr — ab 
9990000 4 99900 ` 
N. B. Il suffit de remarquer que les deux derniers chiffres 
à droite des deux parties du numérateur de la seconde frac- 
tion sont les mêmes, et que par suite les deux termes de la 
fraction sont divisibles par 100. 


peut s'écrire : 


, Où 
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161. 


Si b est un nombre entier premier avec 2, 5 et 5, 
| Re AE, 
prouver la fraction irréductible donne naissance à 


une fraction décimale périodique simple dont la 
période est divisible par 9. 


On di ne en 


a x e 9 =D xXimnp oS 
Or b est premier avec 9 et avec a, donc mnp ... s est un 
multiple de 9. 


162. 


La génératrice d'une fraction décimale périodique 
dont la période est 9, s'obtient en ajoutant 1 au chiffre 
précédent la période. 


En effet : 
m. Aeg 5 m ds - 
0, abe... hk 99...09 = 0, abc hk + Bea = 
Š j 99 … 9 00 … 0 
—0,abc…. hk+ m 
1 00..0 

abe ... hk +1 
ai m Š 

1 00 .... 00 


Exemples : 0,99 = 1. 
2,34999 = 2,35. 
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163. 


Pour déterminer le nombre des chiffres périodiques 
que l’on obtient en convertissant une fraction ordinaire 
irréductible en fraction décimale, il suffit de diviser 
une suite de chiffres 9 par le produit des facteurs, 
autres que 2 et 5 qui se trouvent dans le dénominateur 
de la fraction. Le nombre de chiffres 9 employés pour 
arriver à un quotient exact indiquera le nombre des 
chiffres de la période. 

a 
b 


sance à une fraction décimale périodique simple, dont la 
période est : mnp … s. 


Supposons que la fraction irréductible- donne nais- 


poney A 
999 .... 9 et il y aura autant de chi 


fres au numérateur qu’il y a de chiffres 9 au dénominateur. 

Or, d'après un théorème connu, on a : 

mnp ..s —p x a et 999... 9 = p x b. 

Donc, 999 ... 9, est exactement divisible par b, et comme 
il doit y avoir au numérateur autant de chiffres qu'il y a 
de 9 au dénominateur, le nombre de 9 employés pour 
arriver à un reste nul, indiquera le nombre des chiffres de 
la période. 


a 
Nous aurons : | Sun 


Si “donnait naissance à une fraction décimale pério- 


dique mixte : o, abc pqrs pqrs, celle-ci pouvant s'écrire : 
de + 0, pqrs pqrs, le même raisonnement s’y applique- 
rait. 

Conséquences : 


4° Un nombre premier autre que 2 et 5 divise exacte- 
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ment un nombre formé d’une certaine suite de chiffres 9. 
2% Le nombre des chiffres de la période est indépendant 
du numérateur de la fraction génératrice. 


a ; 
Par exemple : -— (a étant un nombre entier quelconque 
í 


autre que 7 ou un multiple de 7) donnera naissance à une 
fraction qui aura 6 chiffres dans la période ; 

3° Deux fractions irréductibles, de même dénominateur, 
réduites en décimales, auront le même nombre de chiffres 
périodiques. 

(Voir n° 464 pour la démonstration directe.) 


164. 


Si deux fractions irréductibles ont le même déno- 
minateur et qu'on les réduise en décimales, les pé- 
riodes auront le même nombre de chiffres. 


Soit y une fraction (b étant premier avec 10), qui donne 


naissance à une période de n chiffres, nous aurons : 


1 R et par suite = “4 
or) mt PAGE Te ee 


gl 111001? 


mier avec þ). 


, (a étant pre- 


Donc la période de 7 aura au plus n chiffres. 


Je dis qu’elle ne peut en avoir moins. 
En effet, dans cette hypothèse, on aurait (m étant plus 


aa i et par SU e + PS NME 
ME TE Cid à D at ES 


petit que n) : F ; donc 


+ n'aurait que m chiffres dans la période, ce qui est con- 
traire à l'hypothèse. 

Donc enfin les deux fractions ont le même nombre de 
chiffres dans la période. 
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Si b n'était pas premier avec 10, on aurait L =——, d 
; r ; EN D. ea 
contenant les facteurs 2 et 5 et c les facteurs premiers 
avec 10. 

Soit 40% la plus petite puissance de 10 exactement divi- 
sible par d, on aura : 

a a l 

-—— ———— ona r 3 

RC TU da donc la période ne dépend que 
de c et elle renfermera Ai même nombre de chiffres, quel que 


soit a, pourvu que a soit premier avec d. 


165. 
La somme des périodes des fractions périodiques 


pores s k -n nk 
équivalentes à petà ana est : 890... 9. 


k + a . . , . . 
Ke étant une fraction irréductible donnant n:issance 


à une fraction décimale périodique simple). 


En effet : Eu A piles 6 
SR a T = : n— k. abd.. f 
Or: Ron I EL = t (n° 137 et n° 164) : HET OT 
ae abe D AES 
Donc : 1 — 999 … 9 999 … 9 ‘ 


D'où : 999 … 9—=< 001 Rd. ft 
166. 


Trouver les dénominateurs des fractions ordinaires 
irréductibles qui, réduites en décimales, donnent nais- 
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sance à une fraction décimale périodique simple de : 
4, 2,3, :.., n chiffres. 


mnpg 
9999 ` 


mnpq .p 9999 
A Nous aurons : b = -F` 


Ainsi les dénominateurs » qui donnent une période de 
1 chiffre sont les diviseurs de 9; ceux qui donnent une pé- 
riode de deux chiffres sont des diviseurs de 99; ceux qui 
donnent une période de trois chiffres sont des diviseurs de 


On sait que 0, mnpq mnpq = 


Soit © (irréductible) — 


999; etc. 
Or : 9 = 8, 
99 = SX AE. 
999 = 33 x 37. 


9999 = 32 x 11 x 101. 

La période de deux chiffres fournie par les dénominateurs 
3 et 3? se composant de deux chiffres égaux, ces dénomina- 
teurs ne conviennent pas au second cas; de même ceux qui 
conviennent aux deux premiers cas, sont à déduire du 
troisième; ceux des trois premiers, sont à déduire du qua- 
trième; etc. 

Nous avons donc, les dénominateurs suivants pour une 
période de : 

A chiffre : 3, 9. 

2 chiffres : 11; 33; 99. 

3 chiffres : 27. 37; 111 ; 333; 999. 

4 chiffres : 101 ; 303 ; 909; 1111; 3333; 9999. 


167. 


Trouver les dénominateurs des fractions ordinaires 
irréductibles qui, réduites en fractions décimales, 
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donnent naissance à une fraction périodique mixte 
qui à : 

1° 1 chiffre dans la partie non périodique et 4 chiffre 
dans la période ; 

2° 2 chiffres dans la partie non périodique et 2 chif- 
fres dans la période ; 

5° 2 chiffres dans la partie non périodique et 3 chif- 
fres dans la période, etc. 


4 
Soit L une fraction irréductible. 


Le dénominateur b doit contenir le facteur 2, ou le fac- 
teur 5 ou tous les deux, à la première puissance. 

De plus b doit contenir le facteur 3 ou 9 (n° 166). 

Donc enfin b doit contenir les facteurs 2 et 5, ou l'un des 
deux et l’un des facteurs 3 ou 9; donc il doit être égal à l’un 
des produits 2x3, 2x9, 5x3, 5x9,2x5x3, 2x5x9. 


9o 


En raisonnant d’une manière analogue on trouve que 
b doit contenir 4° les facteurs 2 ou 5 à la seconde puissance 
ou tous les deux à la seconde puissance. 

De plus la période devant avoir deux chiffres, 9 doit con- ° 
tenir un des facteurs 11, 33, 99 (n° 166). 

Donc b doit être égal à 22 ou 5? ou 2x 52 ou 2,5? ou 225, 
multiplié par l’un des nombres 11, 33, 99. 


3° 


On trouve que b doit être égal à : 2.52 ou 22.5. ou 2? ou 
22 ou 5? ou 2? x52, multiplié par l’un des nombres, 27, 37, 
411, 333, 999. 
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168. 

Lorsqu’en réduisant en fraction décimale une frac- 
tion ordinaire irréductible + (a < b) dont le dénomi- 
nateur b est premier avec 10, on arrive à un reste b-a, 
la période sera composée d’un nombre pair de chif- 


fres. 


b—a 
b 


Supposons que l’on ait: < — 0, abc... k + et que 


la période 0, abc ... k ait n chiffres. 
a abe... k  b—a 
On aura : — = ; 


b 107 D. 10n ? 
D'où : a. 102% = (abe .... k) b + b — a, ou: 
a (40% + 4) = b [abc .... k +1); 
D'où enfin ; . Fe RE 
Multiplions les deux termes du second membre par: 
407% — 1, nous aurons : 
a _ (abc... k+1)(102— 1) 
b 102% — 1 í 
Or, 4022—14 est un nombre composé d’un nombre pair 


de chiffres 9. Donc la période aura un nombre pair de chiffres. 


169. 


Lorsqu'on réduit en fraction décimale une fraction 


irréductible + (a < b) dont le dénominateur b est pre- 


mier avec 10 et que l'on arrive à un reste b — a, les 
chiffres suivants de la période pourront se déduire des 
chiffres déjà trouvés en retranchant ceux-ci de 9 et de 
gauche à droite. 
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1 ANA p LEURS 3 pre 
Exemple : soit à réduire 77 en décimales. 7 —35—#; 


RA donc les chiffres suivants de la période 
Ta l 0,428 seront : 999 — 428 — 571 et l’on aura 
60 © — 0,428571 428571. 


D'abord la Siir s SERS de 2n chiffres (n° 168). 


Soit donc : Z = q A 4. Zü ayant n chiffres); 
N K f R 
On aura : nn > LE Part 


D'où a. 10% = bq + b — a ou a (02 + 1) = bq + Db; 

Multiplions par 10% — 1 ; il vient : 

a (102% — 1) = bq (10% — 1) + b (10% — 1), ou 

a. 102% = b [q. 10% + (10% — 1) — q) + a. 

Donc en divisant a. 10?* par b, le reste est a. 

La première période, composée de 22 chiffres, est donc : 
q. 102% + (40% — 1) — q. 

Or q représente les n premiers chiffres déjà calculés; 
102% — 1 est une suite de n chiffres 9, et si l’on en soust- 
rait 9, on aura les n chiffres suivants de la période, et 
puisque 9 est suivi de n zéros, la période sera : 

RULES n 


q 0,0% GG ah 


170. 


Lorsqu'on réduit en fraction décimale une fraction 
irréductible (a < b) dont le dénominateur b est pre- 
mier avec 10 et que l’on arrive à un reste b-a, la 
somme de 2 chiffres occupant le même rang dans 
chaque demi-période sera 9. 
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D'abord la période est composée de 2n chiffres (n° 168) ; 
et la seconde moitié de la période s'obtient en retranchant 
de 9, et de gauche à droite, les chiffres de la première par- 
tie de la période (n° 169). 

Donc la somme des 2 premiers chiffres, de chaque demi- 
période, sera 9 ; de même, la somme des seconds sera 9; etc. 


171. 


: Jae FABE $ N 
Si deux fractions irréductibles 5 et s (D etd sont 


supposés premiers avec 10), converties en décimales, 
donnent lieu à des périodes composées respectivement 
de M et de m chiffres, dans le cas où D est divisible 
par d, le nombre M sera également divisible par le 
nombre m. 
M m 

Nous savons que : K D = 99 ….. 9 et que : k! d = 99 … 9 

(n° 163). 
M 
Or D est divisible par d, donc 99 .... 9 est divisible par d, 


et par suite M est un multiple de m. 


172. 


Si plusieurs fractions irréductibles, dont les déno- 
minateurs sont premiers absolus ou n'ont pas d'autres 
facteurs communs que les puissances de 2 ou 5, don- 
nent lieu à des périodes de m, m', m”, chiffres, toute 
fraction irréductible ayant pour dénominateur le pro- 
duit des dénominateurs des premières, conduit à une 
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période dont le nombre des chiffres est le P. P. G. M. 
dem, m', m". 


) E Mt: . AP 
ient —, —, —— 
Bolat = = T 


posons que leurs dénominateurs soient premiers avec 10, 
et premiers absolus. 


les fractions proposées, et sup- 


2 RS F, E 
Supposons que la fraction irréductible : BB B' 


conduise à une période de M chiffres. Je dis que M est le 
moindre multiple de m, m', m". Soit K ce moindre multiple. 
K étant divisible par m, m', m" ; 10% — 1 sera divisible 
par : B, B', B". et par leur produit, puisque ces nombres 
sont premiers absolus. 

Donc K est un multiple de M. 

Or M (n° 171) est divisible par m, m', m", il est donc 
aussi divisible par K, car tout nombre, qui est divisible par 
plusieurs autres, lest aussi par leur P. P. C. M.; donc, 
enfin, M = K. 


173. 


La différence des carrés de deux nombres consécu- 
tifs est égale à la somme de ces deux nombres. 


En effet, si l’on représente par n + 4 et n ces deux 
nombres, l’on aura : 
(n + 42—n? = n? + 2n + 1 = n? = An + 14 =(n + 1)+n 


174. 


Le produit de deux nombres premiers entre eux ne 
peut être carré parfait que pour autant que chacun des 
deux nombres soit lui-même un carré parfait. 
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En effet, pour qu’un nombre soit carré parfait, il faut 
que les exposants de ses facteurs premiers soient tous pairs. 

Or les deux nombres proposés n'ayant pas de facteurs 
communs, leur produit contient tous les facteurs de ces 
deux nombres, chacun d'eux avec son propre exposant. 
Donc ce produit ne peut être carré parfait, que pour autant 
que chacun de ces exposants soit pair; ce qui arrive, 
lorsque chacun des deux nombres proposés est carré 
parfait. 


175. 


Le produit de deux nombres consécutifs n’est jamais 
carré parfait. 


En effet, deux nombres consécutifs sont toujours pre- 
miers entre eux; et de plus, si Pun d'eux est carré parfait, 
l’autre ne l’est pas. Car la différence des carrés de deux 
nombres consécutifs n + 1 et n est 1 ; tandis que la diffé- 
rence des carrés de ces deux mêmes nombres est 2n + 1. 


176. 


Le produit de trois nombres consécutifs n'est jamais 
un carré parfait. 


Soient : n — 1, n, n + 1 ces trois nombres. Leur pro- 
duit est : n (n — 1) in + 1) ou n (n? — 1). | 
Or n et n? — 1 sont premiers entre eux; donc le pro- 
duit n (n? — 1) et par suite le produit de trois nombres 
consécutifs ne peut être un carré parfait que pour autant 


que n et n? — 1 soient tous deux des carrés parfaits. 
Or, si n est carré parfait, n? — 1 ne peut l'être. En effet, 
pour que n? — 1 soit un carré parfait, il faut que n + 1 
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et n — 1 soient tous deux carrés parfaits. Et, en vertu du 
théorème précédent, sin est carré parfait, ni n + 1,ni n —1 


ne peuvent l'être. Donc n? — 1 n’est pas carré parfait si n 
est carré parfait. 
Si n? — 1 est carré parfait n ne peut l'être. 


En effet, pour que n? — 1 soit carré parfait, il faut 
que n + 1 et n — 1 soient des carrés parfaits; or si n +1 
ou n — 1 est un carré parfait, n ne peut l'être (n° 168). 

Donc enfin n et n? — 1 ne peuvent être à la fois carrés 
parfaits. 

Le même raisonnement serait explicable si lon écrivait 
ce produit sous les formes : (n? + n) (n — 1) ou (n? — n) 


(n+ 1). 
177. 


Le produit de quatre nombres consécutifs n'est 
jamais un carré parfait. 


En effet, le produit de quatre nombres consécutifs, 
augmenté d’une unité, est un carré parfait (n° 30). Et la 
différence des carrés de deux nombres consécutifs ne peut 
être 1. 


178. 


Un nombre entier N étant donné comment s'assurer 
s'il est la différence des carrés de deux nombres con- 
sécutifs. 

Trouver ces deux nombres. 


D'abord N est nécessairement impair, car la différence 
des carrés de deux nombres consécutifs est impaire. 
Soient a + 1 et a ces deux nombres. 
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Si N est la différence de leurs carrés, on doit avoir : 
N = (a+ 1} — a? = 2a + å; 
SIT N— 1 

D'où 5 

Donc si l’on ôte l’unité du nombre N, le reste, divisé 
par 2, donnera le plus petit des deux nombres. 

Conséquence : Tout nombre impair N est la différence des 
carrés de deux nombres consécutifs, dont le plus petit 
N— |1 

po 


== al. 


est : 


179. 


Un nombre entier N étant donné comment s'assurer 
s'il est la différence des cubes de deux nombres consé- 
cutifs. 

Trouver ces deux nombres. 


1° D'abord N est nécessairement impair; car la différence 
des cubes de deux nombres consécutifs est impaire. 

Soient a + 1 et a ces deux nombres. Si N est la différence 
de leurs cubes, on doit avoir : 

N = (a + 133 — a ou N = 3a? + 3a + 1, d'où : 

N— 1 


= a (a + 1). Donc, si l’on ôte l'unité du nom- 


bre N, le reste doit être divisible par 3, et donner pour 
quotient le produit des deux nombres consécutifs dont il 
est la différence des cubes; 


% Or : ne 


= & + a; donc, si l’on extrait la 


racine carrée de — , le reste doit être égal à la racine 


trouvée, et ce reste sera le plus petit des deux nombres 
cherchés. 
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180. 


Si un nombre est la somme de deux carrés son 
carré est aussi la somme de deux carrés. 
Soit : 
n=4@® +b et a >b. 
On aura : 
n? = at + bt + 2a? b? = (a — bY + (ab). 


181. 


Si un nombre est la somme de trois carrés son carré 
est aussi la somme dė trois carrés. 


Soient : a > b > c trois nombres et n = a? + b? + e2, 
je dis que : 

n2? = (a? + b? + e) est la somme de trois carrés. 

En effet : (a2 +b2 +22 = at +b4 + ct + 2a? b2? + 2a? c? 
+ 2b2 c2? = at + bt + ct + 2a? b2? + 2a? e + 2b? c? — 
4a? b? — La? c? + 4a b2? + 4a?e? = (a? — b? — e2) + 
4a? D? + 4a? ec? : 

Donc : n? = (a? — bh? — c?2}? + (2ab}? + (Sac)? . 

Si D? -+ c? était plus grand que a°, on aurait n? = (b2? + c? 
— 2}? + (2ab}? + (Qac}? . 


182. 


Si un nombre est la somme de deux autres, la somme 
des carrés de leurs produits deux à deux est un carré. 


Soit : a = b + (a — b). 


www.rcin.org.pl 


— 116 — 
Il s’agit de prouver que : 
(ab)? + [b (a — b) + [a (a — b)F est un carré. 
Cette expression développée devient : 
as — 2a3 b + 3a? b? — 2ab3 +- ht; ce qui est le carré de 
a? — ab + b?. 


183. 


Tout multiple de 4 est la différence de deux carrés 
entiers. 


Ces carrés doivent évidemment être tous deux pairs, ou 
tous deux impairs. 

Soient d’abord 4n? et 4u’? ces deux carrés. 

Leur différence est 4n? — 4n? = m. 4. 

D'où : m = n? —n’?. 

Soient maintenant : (2n + 1}? et (2n! + 1}? ces deux carrés; 
leur différence est : 

An? + An — An? — 4n? = m. 4; 

D'où m = n? + n — n? — n. 


184. 


Si deux nombres entiers sont tous deux pairs ou 
tous deux impairs, la’demi-somme de leurs carrés es 
une somme de deux carrés. 


1° Soient 2n et 2n' ces deux nombres. 
(2n)? + (2n')2 


9 = 2n? + 2n’? est la 


On doit prouver que : 
somme de 2 carrés. 

On a: 2n? + 9n'2 = n? + Ann! + n°2 + n? — Inn! + n? 
= (n + n’ + (n — n}. 


2 Soient 2n + 1 et 2n! -+ 1 ces deux nombres; on doit prou- 
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@ntI}+@n+IP a 
5 = 


ver que: 


(n2 +n? nn) +1 
est la somme de deux carrés. 
Ona: 2 (n? + n2? + n + n’) + 1 = 
n? + n2 +1 +2(n + n) + Ann! = (n + n +1}? 
n? + n’? — Inn = (n — n’). 


185. 


Si un nombre pair est la somme de deux carrés 
entiers, sa moitié est aussi la somme de deux carrés 
entiers. 


Soit N un nombre pair décomposable en une somme de 
deux carrés entiers en sorte que : N = a? + b? on aura : 


N a? b2 a? a? b2 b2 ab ab 
e e a UE CT Jo Ad De à 
N _ a+-b\? a—b\2 
MES ) + ( 2 


Or, a et b étant nécessairement tous deux pairs ou tous 


à . a+b a— 5b 
deux impairs, An et —— sont deux nombres entiers. 


N i 
Donc, a est la somme de deux carrés entiers. 


186. 


Si un nombre entier est la i de deux carrés : 


1- 4 
1° Sa moitié, 2° son — ra 3° son =, 4° son — 5m? sont 
aussi la somme de deux carrés. 


Soit N = a? + b2. 
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40 
N a + b\2 a — b\2 
o UT as 
On a (n°185) : = = (H HEY. 
9o 
N u2 b? a? a? b2 b2 
E E a de 
ab ab Ou a + b -4+ y PEE EN 
mF 2m Fl m= Vm} Vm+I ) 
3° 
N a? bz 4a2 a? 4b2 t 4ab 
BB ET M FO TOE uk "TT 5 
LR el aa Ba i bp 
Ou en: Š ar ( 5 ; 
4° 
N a? b2 b2 
Em pm 5m ca + W emri pm+l ntaj + 
4ab 4ab 2a + b DE ne 
mI mH’ V'5m + =) + ==) 
N. a — On ART semblablement que son 
1 1 
To SO 75 5s n yy etc, sont la somme de deux carrés. 


187. 


Si a et b sont des nombres premiers entre eux, lun 
pair et l’autre impair, la différence de leurs carrés ne 
peut être un carré, que si a + b et a — b sont eux- 
mêmes des carrés. 
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D'abord le produit de deux nombres premiers entre eux, 
ne peut être un carré que si chacun de ces nombres est lui- 
même un carré (n° 174). 

Or, a + b et a — b sont premiers entre eux : 

Car s'ils avaient un facteur commun, leur somme 2a et 
leur différence 2b admettraient un diviseur commun autre 
que 2, ce qui impossible. 

Donc leur produit (a + b) (a — b) ou a? — b? ne peut être 
un carré, que si a + b et a — b sont chacun un carré. 


188. 


Soit 4 le premier terme de la suite des carrés des 
nombres entiers non multiples de 5. Si lon ajoute 1 à 
chacun des deux premiers termes, qu'on retranche 1 
des deux termes suivants, et ainsi de suite, de deux en 
deux termes, tous les nombres résultants sont divisi- 
bles par à. 


En effet, tous les entiers non multiples de 5 sont, par rap- 
port à 5, de l’une des formes suivantes : 

On + 1, Bn + 2, 5n + 3, Bn + 4, leurs carrés sont donc 
de la forme : 

m5 + 1, m5 + 4, m5 + 9, m5 + 16, ou : 

m5 + 1, m5 — 1, m5 — 1, m5 + 1. 

Or, 4, 9, 16, 36, étant les quatre premiers termes de la 
série, appartiennent respectivement aux formules suivantes: 

m5 — 1, m5 — 1, m5 + 1, m5 + 1. 

Et, par conséquent, les nombres de la série se présente- 
ront dans cet ordre. 

En effet, dans la suite des nombres entiers, 2 et 7, 3 et 8, 
4 et 9, 6 et 11, diffèrent d’un multiple de 5. 
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Donc les quatre nombres suivants de la série seront de la 
forme: (Sn + 2}, Sn + 3), Bn + 1}, (Bn + 4, ou m5—1, 
mš — 1, m5 + 1, m5 + 1. 

On appliquera la même démonstration pour la série des 
quatre nombres suivants. 

Or, si l’on ajoute 4 aux deux premiers termes et si l'on 
retranche 1 des deux termes suivants, il reste des multiples 
de 5. 


189. 
Tout carré impair divisé par 8 donne pour reste 1: 


Un carré impair provient du carré d’un nombre impair. 

Donc tout carré impair est de la forme : 
(On + 1)? = 4n? + ån +1. 

Il faut donc démontrer que 4n? + 4n, est divisible par 8. 
ou que ån (n + 1) = m. 8. 

Ce qui est évident (n° 49). 

Conséquence : tout carré impair diminué de 1 est divi- 
sible par 8. 


190. 
Le carré dun nombre premier avec 3, augmenté 


de 2, est divisible par 5. 


En effet, ce nombre est de la forme : 3n + 1; son carré 
est donc de la forme : 9n? + 6n + 1; expression qui, 
augmentée de 2, donne : 9n? + 6n + 3 = m.3. 


WwW.rcin.org.pl 


— 121 — 


191. 


La somme des carrés de deux nombres consécutifs 
diminuée de 1 est divisible par 4. 


Soient n et n + 1 ces deux nombres. 

La somme de leurs carrés est : n° + n° + 2n + 1 
ou 2n? + 2n + 1 qui diminuée de 1 donne 2n (n + 1) pro- 
duit divisible par 4 (n° 49). 


192. 


La somme des carrés de deux nombres impairs 
diminuée de 2 est un multiple de 8. 


Soient : 2n — 1 et 2n! — 1 ces deux nombres. 

On a: (n — 172 + (n! — 12 — 2 = 4 [n n — 1) + n 
(n'—1)1. 

Or, les deux parties entre parenthèses sont divisibles par 
2; donc le produit est divisible par 8. 


193. 


La différence des carrés de deux nombres impairs 
est toujours divisible par 8. 


1° (Qn — 1)? — (2n! — 12 = 4 (n — n’) (n + n' — 1). 

Si n et n' sont tous deux pairs ou tous deux impairs n — n' 
est un multiple de 2; donc le théorème est démontré. 

Si n est pair et n' impair n + n! — 1 est pair et le théo- 
rème est encore démontré. 
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194. 


La somme ou la différence d’un nombre et de son 
carré est toujours divisible par 2. 


En effet, soit n ce nombre. 
On a: n? + n =n (n + 1) et le produit de deux nom- 
bres consécutifs est divisible par 2 (n° 49). 


195. 


La différence entre un nombre et son cube est tou- 
jours divisible par 6. 


Soit n ce nombre. 
On a: n3 — n = (n — 1) n (n + 1) et le produit de trois 
nombres consécutifs est divisible par 6 (n° 50). 


196. 


La différence des cubes de deux nombres consécu- 
tifs diminuée de 1 est divisible par 6. 


En effet, la différence des cubes des deux nombres con- 


sécutifs : n + 1 et n est : (n + 133 — n8 ou 3n? + 3n +1, 
résultat qui diminué de 1 donne 3n (n + 1). 


197. 


Le cube d'un nombre entier est la différence de deux 
carrés d'un, lun est divisible par 9. 


WwWw.rcin.org.pl 


— 193 — 
Soit: a3 = m? — n? ; d'où a? x a = (m + n) (m — n). 
m+n—=e®. 
Ou : : | 
m — n = a, et par suite (n° 15). 


__a(a +1) ` :1@(a — 1) 
RUE A LEE OUT EA 


Or: a— 1, a, a +1, sont trois nombres consécutifs donc 
l’un des trois est divisible par 3 (n° 50) et par suite m ou n 
est divisible par 3. 

Donc m? ou n? est divisible par 9. 


198. 


Si un nombre est premier avec 3, son cube aug- 
menté ou diminué de 4 est divisible par 9. 


Ce nombre étant de la forme 3n + 1. 
Son cube est : 9n3 + Tn? + 9n +141 =m9 +1. 


199. 


Le cube de tout nombre impair > 1, augmenté ou 
diminué de 1 est divisible par 4. 


Ce nombre est de l’une. des formes suivantes : 4n + 1, 


An — 1, et les cubes de ces deux expressions sont de la 
forme 4m + 1 ou 4m — 1. 


200. 


Si un nombre est premier avec 7, son cube aug- 
menté ou diminué de 4 est un multiple de 7. 
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Ce nombre est de l’une des formes suivantes : Tn + 1, 
Tn +2, Tn +3; son cube est de l’une des formes : 

1m + 1. Tm + 8, Tm + 27 ou 

Im +1, 1m +1; 1m + 1 ou enfin de la forme : Tk + 1. 


201. 


Le carré dun nombre premier avec 3, est de la 
forme 3m + 1. 


En effet un nombre premier avec 3, est de la forme 
3n + 1 et son carré est de la forme 9n? + 6n + 1 = 3m + 1. 
202. 


Le carré d’un nombre non divisible par 3, le devient 
si on le diminue de 1. 


Ce nombre est de la forme 3n + 1 ; et son carré est de la 
forme 3m + 1, expression qui diminuée de 1 donne 3m, 
nombre divisible par 3. 


203. 


Tout carré non divisible par 5, le devient si on 
l’augmente ou si on le diminue de 1. 


En effet, un nombre non divisible par 5, est de l’une des 
formes : 5n + 1 ou Bn + 2; les carrés de ces deux expres- 
sions sont : 

25n? + 10n + 1 et Wn? + 20n + 4. 
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La première expression diminuée de 1 est divisible par 5, 
et la seconde le devient lorsqu'on y ajoute 1. 


204. 


Toutcarrénon divisible par à, ne peut, divisé par 5, 
donner pour reste que 1 ou 4, jamais 2 ni 3. 


En effet, tout nombre non divisible par 5 est de l’une des 
formes 5n + 1, Bn + 2 son carré est donc de l’une des 
formes : 5n! + 1, 5n! + 4, qui divisées par 5 donnent pour 
reste À ou 4, mais jamais 2 ni 3. 


205. 


La somme des cubes de trois nombres consécutifs 
est divisible par 9. 


Soient: n + 4, n, n — 1, ces trois nombres. 

La somme de leurs cubes est : 

n3 + 3n? + 3n + 1 + nB + nB — 3n? + Zn — 1 ou Zn? + 
6n ou 3n (n? + 2). 

Si n est un multiple de 3 le théorème est démontré. 

Si n n’est pas un multiple de 3, n est de la forme 3m + 1 
(n° 201) et par suite n2? + 2 = m. 3. Donc le théorème est 
encore vrai. 


206. 


Le cube d’un nombre premier avec 3 divisé par 9 
donne pour reste 1 ou 8. 
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Tout nombre premier avec 3 est de la forme 3n + 1; le 
cube de ce nombre est donc de la forme : 

Tn? + 27n? + 9n + 1, ou de la forme : 9m + 1. Ré- 
sultat qui, divisé par 9 donne 1 ou 8 pour reste. 


207. 


La quatrième puissance dun nombre impair pre- 
mier avec à est de la forme 80m + 1. 


Un nombre premier avec 5 est de l’une des formes : 
Bn + 1, Mn + 2. 

Or ces formes doivent exprimer des nombres impairs. 

Pour que Bn + 1 soit impair, il faut que n soit pair; 
posons n = 2m, et 10m + 1 sera l'expression d’un nombre 
impair premier avec 5. 

Pour que 5n + 2 soit impair, il faut que n soit impair. 
Posons n = 2m + 1, et 5 (2m + 1) + 2 = 10m + 3 sera 
l'expression d’un nombre impair premier avec 5. 

Nous avons donc, pour la forme générale des nombres 
impairs premiers avec 5, ces deux expressions : 10m + 1 
et 10m + 3. 

Les carrés de ces deux expressions sont : 

100m? + 20m + 1 = 20m (m + 1) + 1. 

Et 4100m? + 60m + 9 = 20m (5m + 3) + 9. 

Et les quatrièmes puissances, ou les carrés de ces carrés, 
seront : 

400m? (m + 1)? + 40m (m + 1) + 1 = m80 + 1. 

400m? (5m + 3} + 360m (Sm + 3) + 81 = m80 + 1, 
car si m était impair 5m + 3 serait pair. 

Donc un nombre impair, premier avec 5, élevé à la qua- 
trième puissance, est de la forme m80 + 1. 
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208. 


La différence des quatrièmes puissances de deux 
v 


nombres impairs premiers avec à est un multiple 


de 80. 


En effet, chacun de ces deux nombres est de la forme 
80m + 1 (n° 207), et par suite (n° 68) leur différence est un 
multiple de 80. 


209. 


Le carré d'un nombre premier plus grand que 3 est 
de la forme 24n + 1. 


En effet (n° 119), ce nombre est de la forme 6n + 1; son 
carré est donc : ; 

36n? + 19n + 1 ou 19n (3n + 1) + 1. 

Si n est pair, le théorème est démontré. 


Si n est impair 3n + 1 est pair, et le théorème est encore 
vrai. 


Conséquence : Le carré d’un nombre premier, plus grand 
que 3, diminué d’une unité, est divisible par 24. 


210. 


Si a et b sont deux nombres entiers non divisibles 
par 5, a° — b’ sera divisible par 5. 


En effet : a? — b? = (a + b) (a — b). 
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Si a et b, divisés par 3, donnent le même rèste, 4 — b, 
est divisible par 3 (n° 68). 

Si a et b, divisés par 3, ne donnent pas le même reste, 
ces restes sont 2 et 1, et alors a + b est divisible par 3. 

Donc enfin a? — b? est divisible par 3. 
~ Siaet b sont tous deux divisibles par 3, a? — b? est évi- 
demment divisible par 3. 

Conséquence : Si deux nombres entiers æ et b ne sont pas 
divisibles par 3, leur somme a + b ou leur différence a — b 
est divisible par 3. 


211. 


Si deux nombres entiers a et b ne sont pas divisi- 
bles par 5, a* — b‘ sera divisible par 5. 


Un nombre non divisible par 5 est, par rapport à 5, de 
lune des formes suivantes : 

Bn + 1 ou Sn + 2. 

Son carré est donc de l’une des formes : 

Bn + 1 ou 5n + 4. 

Sa quatrième puissance est donc de la forme : 

5n + 1. 

Donc af et b4 sont de la forme Xn +- 1, et par suite 
a4 — b4 est divisible par 5 (n° 68). 


212. 


Si deux nombres a et b ne sont divisibles ni par 2, 
ni par 5, ni par 5, af — b‘ sera divisible par 30. 


at — bi = (a? + b?) (a? — b?). 
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a? + b? est divisible par 2, puisque a et b sont impairs. 

a? — b? est divisible par 3 (n° 210). 

at — b4 est divisible par 5 (n° 211). 

Donc at — b4 est divisible par 2, 3 et 5 et, par suite, 
par 30. 


213. 


Quels que soient les nombres entiers a et b, le pro- 
duit ab (at — b‘) est divisible par 30. 


On peut faire plusieurs hypothèses : 

4° a ou b admettent les facteurs 2, 3, 5. 

Alors le théorème est évident; 

2% äet b ne contiennent aucun des facteurs 2, 3, 5. 

Alors le théorème est démontré (n° 219); 

3° a contient le facteur 2; mais ni 3, ni 5, et b n’est pas 
divisible par 3. 

Alors a4 — b4 est divisible par 3 (n° 210). 

Si b est divisible par 5, le théorème est démontré. 

Si b west pas divisible par 5, le théorème est encore 
démontré (n° 209); 

4° a contient le facteur 3; mais ni 2, ni §, et b west pas 
divisible par 2. 

Alors a4 — b4 est divisible par 2, car a et b sont impairs. 

Si b est divisible par 5, le théorème est démontré. 

Si b ne contient pas 5, le théorème est encore démontré. 

Il en résulte que ab (a4 — b4) est toujours divisible par 30. 


214. 


Si la somme des carrés de deux nombres entiers est 
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un carré, le produit de ces trois nombres est divisible 


par 60. 


On sait que (a + b)? = (a — b}? + 4 ab, donc si l’on 
remplace a par a? , et b par b? , on aura la formule suivante : 

(a? + b2)? = (q? — b? )? + 4 a? b?, qui donne l’expres- 
sion générale de la somme de deux carrés égale à un carré. 

Or le produit de ces trois nombres, a? — b? , a? + b? 
et 2ab est 2ab (as — b4) et ce produit est divisible par 60 
(n° 213). 


215. 


Si l’on multiplie un carré entier par le nombre qui 
le précède et celui qui le suit, le produit est divisible 
par 60. 


Soit n? ce carré. Il s'agit de prouver que le produit 
n? (n2 + 1) (n2? —1) ou n? (n4— 1) ou (n — 1) n? (n +1) (n2 +1) 
est divisible par 3 x 4 x 5. 

4° Ce produit est divisible par 2 x 3; 

2 Si n est pair, n? est divisible par 4. 

Si n est impair, n -+ 4 et n— 1 sont pairs, et l’un deux 
est divisible par 4, donc le produit (n + 1) (n — 1) est divi- 
sible par 4; 

3 Si n est divisible par 5, le produit est divisible par 5. 

Si n n’est pas divisible par’, n4 — 1 l’est (n° 211). 

Donc, enfin, le produit proposé est divisible par 3 x 4 
x 5 ou 60. 


216. 


(n?-1) n° (n° + 1) (nt- 16) est un multiple de 600, si 
n est un nombre entier plus grand que 2. 
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Si n est premier avec 5, le théorème est évident en vertu 
des n” 213 et 211. 

Si n n’est pas premier avec à, x? est divisible par 25. 

L'expression proposée peut s'écrire : 

n (n — 1) (n + 1) n (n? + 1) (n + 2) (n — 2) (n? +4). 

Or, n (n — 1) (n + 1) est divisible par 3. 

Si n est pair, n? , n + 2, n — 2, n? + 4, sont divisibles 
par 2, et par suite le produit proposé est un multiple de 8. 

Si n est impair (n — 1) (n + 1) (n? + 1) sont divisibles 
par 2. Donc le produit proposé est encore un multiple de 8. 

Donc enfin le produit proposé est divisible par 25, par 3, 
et par 8 et par suite par 25 x 3 x 8 ou par 600. 


217. 


a et b étant deux nombres entiers non divisibles 
par 5 ou tous deux divisibles par 5, aĉ-b° est divisible 
par 9. 


1° Un nombre non divisible par 3, et par rapport à 9 de 

lune des formes suivantes : 
: On +4, IQ + 2, In + 5. 

Son carré est donc de l’une des formes : 

On + 1, In + 4, In + 7. 

Sa quatrième puissance est de l’une des formes corres- 
pondantes : 

On + 1, 9n + 7, 9n + 4. 

Et par suite sa sixième puissance, c'est-à-dire le produit 
de sa quatrième, par sa deuxième puissance est de la forme 
On + 1. 

Donc af et bë sont de la forme 9n + 1 et par suite aô — b6 
est un multiple de 9. 
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% Si a et b sont tous deux divisibles par 3, ils sont de la 
forme, : a — 3n, b — 3n' et par suite : 
aë — bë = (3n)5 — (3n')5 = 36 n6 — 36 n'6 — 35 (n6 — n's). 
Et par suite aê — b6 est divisible par 9. 


218. 


Si P est un nombre premier avec 6, P? — 1 est 
divisible par 24. 


En effet, P? — 1 est divisible par 3 (n° 210). 

Reste à prouver que P? — 1 = (P + 1) (P — 1) est divi- 
sible par 8. Or, P étant impair par hypothèse, P — 1 et 
P + 1 sont deux nombres pairs consécutifs donc (n° 47), 
l’un d’eux est divisible par 4, et leur produit l’est par 8. 

Donc enfin P? — 1 est divisible par 3, et par 8 et par suite 
par 24. 


219. 


Si P représente un nombre premier avec 2 et 5, 
l'expression 4P°+ 1 est une somme de trois carrés. 


Nous savons que dans ce cas P est de la forme 6n + 1, et 
4P2 + 1 devient : 


4 (6n + 1}? + 1 = 4144n? + 48n + 5. 
= (8n + 2) + (8n + 1}2 + (4n}. 


220. 


Le cube d’un nombre premier plus grand que 5, 
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augmenté ou diminué de 1, sera toujours divisible 
par 18. 


Tout nombre premier plus grand que 3, est de la forme 
6n + 1; or, le cube de(6n + 1) est: 216n3 + 4108n? + 18n +1 
ou : m18 + 1. 


221. 


La somme des carrés de deux nombres entiers ne 
peut être divisible par 7 que si ces nombres sont eux- 
mêmes divisibles par 7. 


Tout nombre non divisible par 7, est par rapport à T de 
lune des formes suivantes : 

In + 1, Tn + 2, In +3. 

Son carré est donc de l’une des formes : 

INT UHR E, Tin +2. 

Et parmi ces formes on n'en trouve pas deux dont la 
somme soit divisible par 7. 


222. 


Si un nombre divisé par 9 donne pour reste 7 ou 2, 
son carré diminué de 13 est divisible par 9. 


Soit N ce nombre. N est par hypothèse de l'une des deux 
formes, 9k + 2 ou 9k -+ 7. 
D'où : N? = (9k +- 2}2 = m. 9 + 4. 
Ou : N2? = (9k + 71) = m. 9 + 4. 
Donc : N2? — 13 = m. 9 +4 — 13 = m'.9. 
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223. 


Si le carré d’un nombre entier diminué de 45 est 
divisible par 9, ce nombre divisé par 9 donne pour 
reste 7 ou 2. 


Soit N? le carré. Nous avons par hypothèse : 

N2? — 13 = m. 9 ou N2— 4 = m. 9. 

Or, N est par rapport à 9 de l’une des formes : 

On, 9n+-1, 9n+2, 9n+3, In+-4, In+5, In+-6, In+-7, 9n+8. 

Et son carré N? est de l’une des formes : 

On + 0, 9n +1, 9n + 4, In + 7. 

Or, pour que N?— 4 soit divisible par 9, il faut que N? 
soit de la forme : 9n + 4 et par suite N doit être de l’une 
des deux formes : 9n + 2 ou 9n + T. Donc N divisé par 9, 
donne pour reste 2 ou 7. g 


224. 

Aucun carré entier n’est de la forme 12n +5. 

Tout nombre entier est par rapport à 12 de lune des 
formes : 
12n, A9n +1, 19n +9, 19n +3, 12n + 4, 12n +5, 19n +6. 

Le carré de ce nombre est donc par rapport à 12 de l’une 
des formes : 42n, 19n + 1, 42n + 4, 19n + 9, parmi les- 
quelles on n’en trouve aucune de la forme 12n + 5. 


225. 


Trouver les restes que donnent tous les carrés des 
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nombres entiers lorsqu'on les divise par le mème 
nombre entier. 


Soit 5 ce nombre. 

Tout nombre est, par rapport à 5, de l’une des formes 
suivantes : 

Dm, 5m + 1, 5m + 2, 5m + 3, 5m + 4, et son carré est 
de l’une des formes : 

Om, om + 1, 5m + 4. 

Donc si l’on divise par 5 un nombre entier carré parfait, 
les restes que l’on peut obtenir sont : 0, 1, ou 4 

Conséquence : Les expressions : 5m + 2 et 5m + 3 ne 
peuvent jamais être des carrés parfaits, quel que soit le 
nombre entier m. 


226. 


Les carrés égaux à la somme de deux autres sont 
2 + 2 A? — 14/2 
tous donnés par la formule (r Eey = Con en) H 


(xy, x et y désignant des nombres entiers Celės 
ques. 


Soit a? = b? + e (A). 

Supposons d’abord ces trois nombres premiers entre 
eux ; lun d'eux doit être pair. 

Supposons ¢ impair ; €? = a? — b?. 


x = 4 + b. 
Donc (n° 187), on aura 
=Q — b. 
E LES E ÿt 
D'où : a rent b = ——— et c = ty. 


Donc (1) devient : (x) (A) + (xy). 
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Supposons maintenant que a, b, c, aient des diviseurs 
communs, et soit m leur P. G. C. D., nous aurons : 4 = mz, 
b = mé, č = my, ou a? = &2 + 7° (2). Or a, 2 et} sont 
nombres premiers entre eux, donc on pourra trouver deux 
nombres entiers x et y tels que l’on ait : 


a + y’ D — y? 
MS e E HE 


es 2 


TÆ Th 


rai x? 2? x? — y? 
D'où : a = m Cz D = m ( 5 Y) e= MEY. 


a, b, c ne seront pas alors (du moins si m n’est pas un 
carré parfait) compris dans la formule (4), mais ils le 
seront dans la formule : 


PERN- fn EN mevr. 


Qui se déduit de (1), en multipliant tous les termes par n°. 


227. 


Si un carré entier a° est égal à la somme de deux 
autres b?+-c?, lun des trois nombres a, b, c est divi- 
sible par 5. 


D’après le théorème précédent, si a? = b? + €? nous 
avons les relations : 

2a = m (x? + y?), 2b = m (x? — y2), c = may; 

D'où 4abe — m3 (x? + y?) (x? — y2) xy. Mais (n° 243) le 
produit xy (x? — y?) (x? + y?) est divisible par 30 et par suite 
par 3; donc a x b x c et par suite l’un des trois nombres a, 
b ou c est divisible par 5. 

Autre démonstration. 

Aucun nombre carré parfait n’est de la forme 5n + 2 
(n° 295). 

Cela posé, soit a? = b? + €? (1). 
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1° Si a? est de la forme 5n +1 et b? de la forme 5n'-+ 1, (4) 
devient 5n + 1 = $n! + 1.+ e donc : e? = m. 5. 

2 Si a? est de la forme 5n + 1 et b? de la forme Sn! — 1, (1) 
devient : 5n + 1 = 5n! — 1 + e d'où c? = m. 5 + 2; ce qui 
est impossible. 

3° Si a? est de la forme 5n — 1 et b? de la forme Sn! + 4, (1) 
devient : $n — 1 = 5n! + 1 + €? d’où €2.—= m. 5 — 2; ce 
qui est impossible. 

4 Si a? et b? sont tous deux de la forme 5n — 1, (1) devient : 
n — 1 = Sn! — 1 + e, d'où e =m. 5. 

Donc l’un des trois nombres 4a, b, €, est divisible par 5. 


228. 


Si a est un nombre premier, il n'existe que le carré de 
a == l . . r ° , 
~z qui, lui étant ajouté, donne pour somme un 


carré parfait. 


. Supposons que lon ait : a + b? — e (b et c étant des 

nombres entiers). 

On en tire : a = €? — b? ou a = (€ + b) (c — b). 

c et b étant des nombres entiers, € + b et c — b sont 
aussi des nombres entiers. 

Or, a ne peut être premier que si : c — b = 1. 
a— l 

2 


Done enfin : a + = H Frs A a 


2 2 


D'où : c + b = a, et b = 


229. 


Si P est premier avec A et que l'on divise les P pre- 
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rnières \puissances : A°, A"; A? :., A1 par P, 

1° Il y aura deux restes égaux ; 

2° Ces deux restes égaux seront égaux à l'unité ; 

5° Si A" est la plus petite puissance de A, autre 
que A°, qui divisée par P donne pour reste 1, tous les 
restes précédents seront différents ; 

4° A partir de la plus petite puissance, autre que 
A° qui donne 4 pour reste, les restes se reproduiront 
périodiquement. 


40 


En effet, les restes de cette division sont au nombre de P 
et chacun est plus petit que P; donc deux restes au moins 
sont égaux. 


Qo 


4 


Soient A% et A™' les nombres de la série qui donnent ces 
restes égaux, nous aurons : 

AmE Pe e et An P g +r, d'où: 
An — Am = P (g! — q) ou Am (Am — m — 1) =P (4'— q). 

Donc P, étant premier avec A, doit diviser A™ -m — 1; 
or ĄA™'—m est plus petit que AP, donc avant d'arriver à AP, 
on trouvera au moins, une puissance de A autre que A°, 
qui divisée par P donne 1 pour reste; et comme A° divisé 
par P donne pour reste 1, il y a deux restes égaux à 1. 


3° 


Si deux puissances de A, A™' et A”! moindres que A7” 
pouvaient donner le même reste r, A™ (Am"—m — 1) di- 
visé par P donnerait 4 pour reste. Or, A™"—™ est plus 
petit que A”; donc A” ne serait pas la plus petite puissance 
de À qui divisée par P donne 1 pour reste. 
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4° 


Soit : Am = k P + Ac (k étant un nombre entier). 
Nous aurons : 

Am+1= A KP + A 

Am+2— A2 ĄP + A2 

Donc Am, Am+1, Am +2, ... divisés par P donnent les 
mêmes restes que A? , Al, A? , ... divisés par P. 

Maintenant : A?m = Am kP + A”. 

A?m +1 — Amt 1 kP + Am +l, 
A2m +2 — Am+2 kP + Am toe, 

Donc A?m, A?m +1, A?m +2, ... divisés par P donnent les 
mêmes restes que A, Am +1, Am +2 et par suite que, A° , A! 
A? , ... divisés par P. 

De même pour A3m, Am, ...., Akm, 

Donc enfin les restes se reproduisent périodiquement. 

N. B. Lorsque P west pas premier avec A, le théorème 
nést plus vrai. 

En effet, supposons que l’on ait : Až = P q + «, si A et P 
ont un facteur commun, ce facteur devra diviser + et par 
suite « ne pourrait être égal à 1. 


230. 


Si A"-' est la moindre puissance de A autre que A 
dont la division par P ramène le reste 1, P est pre- 
mier absolu. 


En effet, les restes qui précèdent la division de AP —1 
par P étant tous inégaux (n° 229) comprennent les nombres : 
2, KETEN (ei) 

Or si P n'était pas premier absolu et que « fut lun 
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de ses diviseurs, æ se trouverait parmi les nombres : 

1, 2, 3, …., (P — 1) et l’on aurait : Až = Pq + x. 

Or x divisant P devrait diviser A, et alors A et P auraient 
un facteur commun, et (n° 229. N. B.) il ne serait même 
pas possible de trouver au-dessus de A9 une puissance 
de A qui donnât le reste 1. 


231. 


Un nombre qui a n diviseurs premiers absolus 
admet 2° diviseurs. 


n 
Doit: N =a x B KOX … XA, Dst sea pétant les 
n diviseurs premiers absolus de N). 
Le nombre des diviseurs de N est : 
n 


TESES ERTE x (1+1l)ou?. 


232. 


On peut décomposer un nombre en un produit de 
deux facteurs premiers entre eux : de 2"—'— 1 ma- 
nières différentes, n étant le nombre des facteurs pre- 
miers distincts qui divisent le nombre proposé. 


Soient a, b, c des nombres premiers, N = ax bl o 
et N= g.. b.c. 

N et N' peuvent se décomposer d'autant de manières l’un 
que l’autre, en deux facteurs premiers entre eux, car toute 
décomposition relative à N donne une décomposition cor- 
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respondante relative à N' en réduisant tous les exposants à 
l'unité. 
Il suffit donc de considérer N! = abe. 
Or, ce nombre ayant n facteurs premiers absolus, admet 
22 diviseurs (n° 231), et peut se décomposer en un produit 


2n + ia 
de deux facteurs de UP de 2% — 1 manières différentes; 


A ss N' 
car à chaque diviseur d correspond le diviseur FR cha- 
cune de ces décompositions se fait à l’aide de deux facteurs 
premiers entre eux, excepté lorsque d = 1; donc 22 —1 —1 


est le nombre cherché. 


233. 


1° Un nombre carré parfait admet un nombre im- 
pair de diviseurs ; 

2° Un nombre non carré parfait admet un nombre 
pair de diviseurs. 


4° N étant carré parfait, on a : N = æ- b’8 è> (a, b, c, 
étant facteurs premiers de N.) 

Le nombre de ses diviseurs est : 

(2e + 1) (28 + 1) (27 + 1), nombre évidemment impair. 

2° N n'étant pas carré parfait, on a : N = a- b£ cy et l'un 
des trois exposants «, 2, > est nécessairement impair, donc 


le nombre des diviseurs (+ + 1) (4 + 1) (> + 1) est nécessai- 
rement pair. 


234. 


Tout nombre qui est un carré et un cube parfaits 
est une sixième puissance parfaite. 
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Soit : N — a+ bé & (a, b, c étant les facteurs premiers 
de N). 

N étant un carré parfait, a+, h8, e> sont des carrés par- 
faits, donc +, ? et > sont divisibles par 2. 

N étant un cube parfait, a+, b£, c» sont des cubes par- 
faits, donc, «, £, > sont divisibles par 3. 

Donc 2, £, y sont des multiples de 6. 

Donc N = aôm bên cêp, 

Donc N est une sixième puissante parfaite. 


235. 


Tout nombre qui est une m™", une n°", une p" 
puissance parfaite est une : (m x n x p}" puissance 
parfaite si m, n, p .... sont des nombres premiers 
entre eux deux à deux. 


Soit N = aè bë ce (a, b, c étant les facteurs premiers 
de N). 

N étant une me puissance parfaite, a+ þé cy sont des m™®s 
puissances parfaites, donc +, €, y sont divisibles par m. 

De même N étant une n™ et une p™° puissances parfaites, 
a, 6, y sont divisibles par n et par p. 

Or. m, net p étant des nombres premiers entre eux deux 
à deux; <, £ et > sont divisibles par m X n x p. 

Donc N = am Xn Xp, þMXnNXP. mXnX P, 

Donc N est une (m x n x p}" puissance parfaite. 

N. B. Sim, n, p n'étaient pas premiers entre eux deux à 
deux, soit M leur moindre multiple. N serait une M™° puis- 
sance exacte. 
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236. 


Soit d'un nombre premier absolu ne divisant pas B. 
Si B™ est la plus petite puissance de B qui, divisée 
par d, donne 1 pour reste, B"+1 sera divisible 
par d. 


L'hypothèse nous donne B?2— 1 =m x d. 

Ou (B2 + 1) (Br — 1) — m. d. 

Or, par hypothèse, d ne divise pas B” — 1, donc d 
divise Br +1. | 

N. B. Si d n’est pas premier absolu, le théorème peut être 
en défaut. 

En effet 11° — 1 est divisible par 8 et 11° + 1 ne l’est pas. 


237. 


a, b, c, d étant quatre nombres quelconques 
(ac + bd? est plus petit que : (a? + b?) (e + d’). 

Dans quel cas l'égalité de ces deux quantités est-elle 
possible ? 


(a? + h?) (e + D) = a? 2 + b e- a? d + PP À 
= | ac? + b? d + 2 achd 
+ a? d + h2 2 — 2 achd. 
D'où : 
(a? + b?) (e + dœ) = (ac + bd? + (ad — bc? (1), et par 
suite : (a? + b?) (È + dẹ) > (ac + bd). 
De l'égalité (1) on déduit que (a? + p°) (c? + d?) est égal 
à (ac + bd? dans l'hypothèse de ad = be. 
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238. 


La somme des n premiers nombres impairs est 
égal au carré de n. 


En effet, nous avons identiquement (n° 178) : 


AL 

2). 3—2— 1, 
3). B— 3 2%, 
a 149.9: 
B 9e te Us: 
6). 411 — 62 — #. 


n — 1). 2n — 3 = (n — 1} — (n — 2}. 
n). In — A = n? — (n — 1}. 
Ajoutant membre à membre ces égalités et réduisant, il 
vient : 


143 FAS FTF. + (2n — 1) = n?. 
(1) (2 (3) (À) (n). 
239. 


Étant donné un carré impair, trouver un second 
carré qui, ajouté au premier donne pour somme un 
carré. 


La somme des n premiers nombres impairs est égale 
à n? (n° 238): 

Si donc à un nombre impair, carré parfait, pris dans la 
suite des nombres impairs : 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 
19, 21, 23, 25, .... on ajoute le carré du nombre des 
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termes qui précède, on obtient pour somme un carré. 
Ainsi : 9 +4? = 5? ; de même 25 + 122 = 13? , 49 +242 
— 25? , etc. .... 


240. 


Si k est un nombre entier et si 3° + 1 est un mul- 
tiple de 10, démontrer que 3 **+ 1 et F*+1 
sont aussi des multiples de 10. 


40 
3K +4 — 3K x 34 — (m.10 — 4) x 34 = m40 — 8 
= m.10 —1. 
Donc : 3K +4 + 14 = m10 — 1 + 1 = m.10. 


Do 
Nous avons : 8K + 4 = m.10. 
En faisant dans cette expression k successivement égal 
hs 128,480 40 
On trouve que les seules valeurs : 2, 6, 10, ..., 2+4 K, 


donnent pour 34 + 4 un multiple de 10. 
Donc 32 +4K + 41 = m.10. 


241. 


Toute puissance 2P + 1 dun nombre entier n est 
la somme de n? nombres impairs consécutifs. 


Il s’agit donc de prouver qu’il existe toujours un nombre 
entier K tel que l’on ait : 
(2K + 1) + (2K + 3) +. . . (2K + nP — 1) — nP +1 
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ou: AP K+A+B3+5+... + 2nP — 1) — n?P +1 


2.nP nP > 
ou DnP K + ME eg n?2P +1, 


ou 2K + nP = nP +1, 
nP +1 — nP 
———— 
Pour que K soit entier, il faut que nP (n — 1) soit divi- 
sible par 2. Ce qui est évident (n° 49). 


ou enfin : K = 


242. 


Toute puissance entière n- dun nombre entier est 
égal à la somme de nê nombres impairs consécutifs. 


Il s’agit de prouver qu'il existe toujours un nombre entier 
impair tel que l’on ait : 

na = K + (K + 2 + (K +4) + … + (K+2 me —1)) 

D'où ne — (K + n8 — 1) nê, 

Ou K = na — 8 — ne 4 1. 

Or, ne — £ — nê est un nombre pair, donc K est entier et 
impair. 

Conséquences : 


1° Soit a un nombre pair et & = 


L2 
w o (BA, 


a a 

K= n?— n? + 1, ou K = 1, d’où : 

Toute puissance n°4 d'un nombre entier est la somme des 
n premiers nombres impairs; 

2 Sig = 14, ona: K = ne—1— n + 1, d'où : 

Toute puissance n+ d’un nombre est la somme de n nom- 
bres impairs consécutifs. 
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243. 


Le produit des nombres entiers depuis une limite 
quelconque n jusqu'au nombre 2n — 2 inférieur de 
deux unités ou double de x, est égal au produit des 
nombres impairs depuis À jusqu'à 2n —5 par la 
(n — 1)" puissance de 2. 


Soit P ce produit : 
P—nnm+i+in+2) x... x (n — 9). 
Multiplions et divisons par : 22—1 x 4 XxX 9 x 3 x … 
x (n — 1), il vient : 
p P '1X1X2X83X...XMN—l) Xn x (n +1)x.. X (2n—3)x (?n—2) 
WE UKT X SX S Kai) 
2—1 X 1X2 X3 X 4... (n — 3) x (2n — 2?) 
2X4X6X a X (2n— 2) i 
Supprimons les facteurs 2, 4, 6, ... (2n — 2), communs 
aux deux termes, il vient : 
Pam bi ex ns (On Si 


ou : P — 


244. - 


Le produit 2 x 6 x 10 x 14 x 18 x ... (4n — 6) 
est divisible par 4 X 2 X 3 x 4 X 5 X G X ... Xn. 


Le produit: P — 9 x 6 x 10 x 14 x 18 x … x (2n—6) 
peut s'écrire: P—9n—1 x 4.3.8:7.9 :. x (On —3). 

Multipliant et divisant par 2 x 4 x 6 x … x (2n — 9), 

p __ DIX IX2XIX a X(ên—1).Xx E2) 

AR AN CN. XAPR — À) 
2M—IXIX2X3X .. X(n— 1) n(2n —3) (2n —2) 
Qu P = — U 
ANR L R a= 1] 


il vient : 
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Ou P = n(n+1) x (n+2) X .… X (2n — 3) x (2n —2). 

Donc P est égal au produit de n — 1 nombres consécu- 
tifs. Ori x 2 xX 3 x ... X n divise (n — 1)-P et (2n — 1) P 
(n° 53), donc si 15x 2 X 3 .... X n ne divise pas le pro- 
duit P, il faut qu’un facteur premier de 4 X 2 X 3... Xn 
divise n — 1 et 2n — 1 et par suite leur différence n. Ce qui 
est impossible, car tout nombre qui divise n et n — 1 doit 
diviser 1. 

Donc enfin, P est divisible par 1 x 2 x 3 x .... x n. 


245. 


Trouver la somme des n premiers termes de la 
suite : 1, 3, 6, 10, 15, 21, ... dans laquelle la diffé- 
rence de deux termes consécutifs va toujours en aug- 
mentant d'une unité. 


Cette suite peut s'écrire : 
LP AE PERSAN 2H ETS 
AL oE E. STES DEPE nt 
Ou : 
1x? 2x3 AS pH, 
Ou : 
IH) +2(+2+3(1+3+4(+4) +... +r(+n) 
2 


Ou : 
(424344... + n) + (le + 22 + 32 42 LL mt) 


2 
Ou : 
case 1) + n(n + 21 (2n + 1). 


D'où : 3n (n+ 1) a di + 1) (2n + D, aie n(n + Le -j 2) 
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et ce nombre est entier, car n (n + 1) (n + 2) est divisible 
par 6 (n° 50). 


246. 


Trouver la somme des carrés des n premiers nom- 
bres entiers. 


On a : 15 — 43 
2 = (1 +1B—1+3x12+3 x1+1 
3 —(24+18=2+3x2+3xX2+1 
43 = (3 + 18 =33 +3 x 3+3 x3 +1 
MAR nr = ns + 3n? + 3n + 1. 
Additionnant membre à membre ces égalités et rédui- 
sant, On a : 


(n+-1)3=—3 [124-224-382+-...+n2]4-8[142+3+....+n]+(n+41). 
Posant : 12 + 22 -+ 32 +- ... + n? = S2 . 


IL vient : (n + ea HEE L gd; 


D'où : 2 (n + 133 = 6S2 + 3n (n + 1) + 2 (n + 4). 
Ou : 6S2 = (n + 1) [2n2 + 4n + 2 — 3n — 9]. 


6S2 — (n + 1) (2n? + n) ou Sg = PT 


S2 est un nombre entier, car n (n + 1) (2n -+ 1) est divi 
sible par 6 (n° 193). 


247. 
Un nombre N est premier, lorsque n'étant pas 


carré parfait, il west divisible par aucun des nombres 


premiers plus petits que sa racine carrée. 
10 
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Si N était divisible par un facteur premier plus grand 
que la partie entière de sa racine carrée, le quotient obtenu 
serait moindre que cette racine, et par suite N admettrait 
un facteur premier plus petit que /N; ce qui est contraire 
à l'hypothèse. PENIN" 


248. 
. a . 
Quelles sont les fractions de la forme — quisont 
n 


[A ` a Là e ` 1 ` 
égales à leur racine carrée prise à — près. 
g n 


Cette fraction doit être comprise entre : 


2 2 . , , 
£) et (= L) si lon veut une valeur approchée par 


défaut et entre : 


a \? a—1\2 .., i 
ni et qa si l’on veut une valeur approchée par 
(3 


excès. 
40 
Examinons le premier cas. 


CES LR a)? ,a a+1k o 
Oa:({) => 2) et < ( : Ya. 


L'inégalité (1) exige que l'on ait: a < n. 
L'inégalité (2) donne : an < a? + 2a + 1. 
Posons n — a + k et cette dernière relation devient : 


a (a + k) < a? + 2a + 1, ou : k <2 ++. 


À | 
D'où : n— a < de 


La seconde inégalité exige done que n — a soit égal à 1 
ou à 2. 
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Donc : 1° n— a = 1, doù: a=n—1. 
2 n — a = ?, d'où € a = n— È. 
Et les deux fractions qui répondent à la question sont : 
n—l n—2 


et 
n rn 


o) 
Jo 


Examinons la seconde A 

i a a a — l 
On a: ME < (FF t0 > (— 
L'inégalité (1) exige que rx ait a >n. 
L'inégalité (2) nous donne en posant n — a — k et par 

un calcul identique à celui ci-dessus : 
a—n<2 Etg 
a 

Cette inégalité exige que a — n — 1. 
D'où : a — n + 1. 


Donc la fraction ca a : répond à la bise 
En résumé, les fractions ” ut 2 plus petites que 


l'unité et la fraction 


plus ue que l'unité répon- 


n+l 
n 
dent à la question. 


249. 


La moyenne arithmétique de deux nombres a et b 
est plus grande que leur moyenne géométrique. 


Il s'agit de prouver que l’on a : 


S 


> ab: 
Posons : a=b + d 


LE: devient LA ou b + LA 
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Donc : ES = h?+ hd +2 ; 
Va xv devient : VTF a. 
Donc : (Va xo)? = b? +D d. 
Donc : [= 5 y est plus grand que (Va x»)? est par suite 


a + b 
2 


est plus grand que Vax. 


250. 


La racine carrée, la racine cubique, la racine n°" 
d'un nombre entier non carré parfait, ne peut être un 
nombre fractionnaire. 


n 
, ; ; a 
En effet, supposons que l’on puisse avoir: VA = — 


b L 
(+ est une fraction supposée irréductible); on aurait A — 


an 


bn ` 
Or, a étant premier avec b, si est irréductible et ne peut 


être égal à un nombre entier. 
La racine ne peut être une fraction décimale exacte, 
périodique simple, ou périodique mixte; car en cherchant 


. . . n d 
la génératrice de cette fraction on aurait : A = S ce qui 


est impossible. 


251. 


Si deux nombres entiers A et B ont le même 
nombre de chiffres et qu'ils aient plus de la moitié des 
chiffres à gauche en commun, on aura : i 
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Lee PS RS LES 
NA — AB <. 2 E TNAB<— 


4e 


Le nombre des chiffres de la différence A — B étant, par 
hypothèse, moindre que la moitié du nombre des chiffres 
de B, ona: A— B <1/3. 

Ou: (VÈLE) (LA — VE) <B, d'où : 


Vi TES = ou (puisque l'on a supposé 
A > B) à plus forte raison x — LR < We ou enfin 
21 
LUE < _ 


9o 


En élévant : VA — VB < + au carré. 


Il vient : A + B— 2 V75 <+. 


A+B l 


D'où : $ aa L 


252. 


Si deux nombres entiers A et B ont le mème 
nombre de chiffres et s'ils ont plus de la moitié des 


chiffres à gauche en commun, on aura : 


PAT Se 1 
e a En À 


re l , À 
Soient a et a -+ p deux nombres d'un même nombre de 


chiffres, la différence de leurs cubes est : 
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l 


27 


(a W F HR ET 


QU & 


RL i : a l 
Si a, a n chiffres a? et par suite a? + & + A en aura au 
` í 


moins 2n — 1 et a3 au plus 3n. (n° 23.) 


; l 
Donc le rapport du nombre des chiffres de a? + < Ar ST 
; ie 7 — l 
au nombre des chiffres de a? doit être au moins égal à erii . 


2n OTEA l = l (2 l paoe > 
nr ous Ne A, est évidemment plus grand 


que 5 (2 — >) et par suite plus grand que a X 5 ou io 


Or, 


Ainsi le nombre des chiffres de la différence : 
3 : ; À Ma 
(a + +) — «a ne peut être inférieur à la moitié du nombre 


des chiffres du cube de a. 
Donc si A et B ont plus de la moitié de leurs chiffres à 
gauche en commun, leur différence sera moindre que la 


Fe Ra 3 ri ] 
différence entre les cubes de VB et de VE + +” donc 


l 


3 3 
enfinona: VA — VB < rk 


253. 
Si, en extrayant la racine carrée d'un nombre en- 
tier N, le reste ne surpasse pas la racine trouvée, cette 


. £ + ` l APT ` 
racine est approchée à une z unité pres. 


Soient a la racine trouvée et r le reste. 
Nous avons : N — a? +r. 


Or : (a +) = 0? + a +1 
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Remplaçons dans le second membre de cette égalité 4 
par r et dans le résultat obtenu a? + r par N, il vient évi- 


1 \? "à 

demment : (a +=) > a +1 Dar 

Ou : (a 34 ni > N + —etàplusforteraison (a +y > N 
ou 4 +- Les VN. 


l 


Donc : Nest plus grand que a et plus petit que a + 5 


à : l 
donc la racine de N est comprise entre a et a +——. 


254. 


Soit a la racine carrée, à une unité près, d'un 
nombre entier N. Soit R le reste de l'opération. 
Prouver 4° que lon a : 
a + $ > VN et 2° que (a + +R surpasse, au 
2a 2a 
plus d'une unité le nombre N. 


Nous avons : N = a + R. 


40 
| Se e | is R’ 
(a+) =a+R+ HIN 
; RAS : 
Donc : (a+) est plus grand que N, et par suite 
on a : (a ++) > VAN. 


2° 


La plus grande valeur possible de R est 2a. 
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R \? j 24 \? 
Donc: (a -}- >) a pour valeur maximum (a +) ,on 


(a + 12, ou a2 + 2a +1 et comme N = a? +R, nous 
avons dans la même hypothèse : N = 4? + 2a. 


Donc: (a+ Ai — N égale au plus (a? -+ 2a + 1) 
— (a? + 2a) ou 1. 


Donc enfin (a + 3 )'surpasse au plus de 1 le nombre N. 


255. 


Existe-t-il une proportion telle qu'en ajoutant un 
même nombre à ses quatre termes on forme une pro- 
portion nouvelle ? 


Soit a : b = c : d (4) une proposition dont la raison est q 
et supposons que K soit un nombre tel que l’on ait : 

a+K:b+K=c+K:d+K, 

Nous avons : (a + K) X (d + K) = (b + K) x (c + K), 

Ou ad + dK + aK + K? = be + cK +bK + K?, 

Ou dK + aK = cK + bK, 

Ou a +d =b +c (2) 

Or a = bq et c = dq; donc (2) devient : 

bq + d = b + dq, ou bq — b = dq — d, 

Ou b (q — 4) = d (q — 1). 

Il faut donc que l’on ait : ou bien q = 1, ou bien b = d. 

Si : q = 1 la proportion (41) devient a: «a = ¢ : ¢. 

Si: b= d la proportion (1) donne a = cet devient : a : b 
= g: b. 

Donc la propriété en question n’appartient qu’à une pro- 
portion identique. 
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Le plus grand des quatre termes d’une proportion 
ajouté au plus petit donne une somme plus grande 
que les deux autres termes. 


Soita : b — c : d'une proportion dont a est le plus 
grand terme; d sera le plus petit. 

De la proportion a : b = ¢ : d on déduit: a — b : c — d 
= Q : €; Or 4 est plus grand que c; donc a — b est plus 
grand que ¢ — d, et a — b > c — d entraîne : a + d > b 
+e. 


257. 


+ . a > a 
Démontrer que la proportion y < entraîne la 
a -+ b\? 


a b 
relation n— = ( 


De la proportion : a: b = ¢ : d on déduit : 

19). a+tb:b—c+d:d 

2%). ath:a=c+d:c, 
et en multipliant ces deux proportions terme à terme, on 
obtient : 

(a + D? : ab = g $s d): ed. 


w er = 


. 258. 


Si sur la droite AB on prend deux points B’ et A! 
BA! B'A 


tels que l’on ait : — = —— 
dé ris BA B'A ? 


on aura : 
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AB T AB AN | BB” 

On a par hypothèse : 

AB + A'B' = AA! + BB' (1), et (n° 39) l’on sait que : 

AB x A'B' + A'B x B'A = AA' x BB' (2). 

Mais la proportion donnée entraînant l'égalité : BA' 
X AB! = BA x B'A'; légalité (2) devient 2AB x B'A! = AA' 
x BB' (3). 

Divisant (1) par (3) il vient : 


AB yi ABI inuia AA F BB' 
2AB X B'A! ! 2AB X A'B! AA'X BB' "` AA!X BB' 
; l 1 l ] 
d'où: Sup T 2AB ~ BB T AN 

l 1 2 2 
RÉSEAU ph 
259. 


On prend le milieu O d'une droite AB et l'on 
marque sur cette droite un point X tel que lon ait : 
AX BX AB 
sx ~ gr Prouver que: BX = —. 

La proportion : AX : BX = BX : OX, donne succesive- 
ment : 

AX + BX : BX = BX + OX : OX 

AB : BX = OB : OX 
BX : OX = AB : OB 
BX:0X—2:1 
BX : BX+0X—2:3 
BX : 0B — 2:3; d'où:BX — © 0B; 
où : BX 22. 


” 
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260. 


Sur la droite AB on marque un point O situé au 


as. m ; z , ; 
- de AB et un deuxième point X tel que l’on ait : 
AX _ BX AB AB 
BX LON Prouver que : BX = napi (BO x =). 


De la proportion AX : BX — BX : OX, on déduit : AX 
+ BX : BX + OX = BX : OX, ou AB : OB = BX : OX. 
Or, par hypothèse, 

AB: 0B—n:1; donc: 

BX : OX =n :1; d'où : F 


BX : BO = n : n + 1; ou : BX — me u * 80: 
Or, BO = 2B; donc BX = Pise e n d’où : 
n n-+ 1 n 
AB 
BA 
261. 

Si l'on a quatre nombres a, s , d,.tels que : 
1° b = i Ten . (+ , Ces quatre nom- 
bres PR en à 
b = TS peut s'écrire : b : a +e — 1: 2. 

Ferra pl po E E, 

De même : = = + (+ +) peut s'écrire : 

RO. La dt Er AR CE Ut NET 

be nr dom D MC NE r 4+- soj 

l l l 
Ou b(> += tu +0 
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TE Dr toa : Eee 8 
D'où tres ct RO T. 


Donc enfin :a:b—c:d. 


262. 


Soit la proportion a : b = c : d et admettons que 


b +, je dis que l’on aura : =] G+) 


b = rer , donne a + c: b= 2:4; 


ER cette proportion terme à terme par la Smipür- 


EN PET Pet: ST pe LS 
a È d 
€ d a 
eue a+c 2 Cul c 
D'où or iina HET à 
2 l C 
Or : ad = be; donc RTS 
l foyd A 
W TATS 


263. 


Dans quel cas, en ajoutant deux proportions terme 
à terme, obtient-on une nouvelle proportion ? 


Soient a : b = ¢ : d et a: b'— c': d' deux proportions, 
ajoutons les terme à terme nous obtenons : 

a+ a!, b + b, c+ c!', d + d et pour que ces quatre 
sommes soient en proportion, il faut que l’on ait : 
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(a + a!) (d + d') = (b + b') (c + c!), ou 
ad + a'd + ad + ad = be + b'e + cb + b'e, ou ad 
+ ad'= b'e + c'b(1). 
Soient : q et q' les raisons de ces deux proportions; nous 
aurons : 


abi c = dg, « = b'q!; c' = d'q'et la relation (1) 
devient : 

bqd' +- db'q! = bd'4! + dqb', 

Ou q (bd! — db!) = q' (bd! — db'). 

Il faut donc que l’on ait ou bien q = q' ou bien bd' = db. 

Or, bd! = db! donne : == ea ou 4 =d]: 


Il faut donc que les raisons des deux proportions soient 
égales. 


264. 


Pour qu'une fraction ne change pas de valeur lors- 
qu'on augmente ou diminue ses deux termes d'un 
nombre différent, il faut que ces deux nombres soient 
entre eux dans le même rapport que les deux termes 
de la fraction proposée. 


Soit . une fraction, ajoutant x à son numérateur et y à 


w 
son dénominateur, il vient : Fe 


b+- 
... 4 __ at, 
Nous devons avoir : Ta = ; d’où ab +- ay = ab +-bx, 
ou ay = bg; o A Ei 
y $ y 
On traitera de la même manière : Ey 


Conséquence : En ajoutant ou en soustrayant deux frac- 


www.rcin.org.pl 


— 162 — 


tions terme à terme, la fraction résultante sera équivalente 


à ces deux fractions, si l’une d'elles a pour termes des équi- 
multiples des deux termes de l’autre 


265. 


Etant données les fractions égales 


a a! a! 

AR ANE AA 
et m, m', m", ... étant des quantités quelconques, on 
aura : 
a a_a _ — _a}d+ai}.. _ ma+matm'a!+... 
EO P "bib.  mbEmb mb. 


oi TE 


Pour le démontrer posons : 


m'a -Hm a-m a-p... 
m'b°+m bmp +... 


a a al! 
k=—T ay 


HER LE dE 
D'où : 

(1) a = kb, æ = kb!, a" = kb",. 

ma = mkb, m'a = m'kb', a'in" — 


) 
(2) 
(3) a? = k2 b2 , a? = k2 b'2 , 


m"kb"... 
3 a"? = k2 b"2 . 
F4 ma = m? k? b2, m?a? = m? kb, a" m"? 
=> m"2 k2 h"'2, 
Ajoutant respectivement membre à membre les égalités 
(4) (2) (3) (4), on obtient : 
(a + a! + a! +...) 
(ma -+ m'a! + m'a! +.. 
(a? + a + a"? + 


=(b +b +b" 4+...) k 
) = (mb + m'b! + m'b" +. 
s.) = (b2 + b'2 + D" + 
(m? a? + m’? a? + m"? a"? + ...) 
= (m2 b2? -+ m'2? b'? + m"? bh"? -+ ...) k2. 


Jk 
…) 2 
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On en tire : 
a+a+a"+….  ma—+ m'a + mlal + … 
b LE BE. mb + mb! Æ mb! E o. 
@ Ja+a"+al"+... à /m'a-ml'a® ma TT 
O V BDD. V mb Em bmp... 


š a! a 
mo ne à 


ce qu'il fallait démontrer. 


266. 


On donne une suite de nombres; si chacun d'eux 
est la demi-somme de ceux qui le comprennent, ces 
nombres forment une progression par différence. 


Soient ::4, D, ©, 4, esss , m, n, p, q ces nombres. 
Admettons que lon ait : 

-.ate b + d m + p n + q 
b = 2 , C = 2 y n = For p = E AR 


On en déduit : 


2b = a +c, 2c =b + d, .... 2n =m + p, 2p = n+ q. 
Ou : 


a — b = b— e, hb — c = ¢ — d, ...., M— n =n — p, 
n— p =D — 4. 
D'où : 
a— b =b — c = ce — d = .... =M — n — p = p — 1, 
ou—4. Da Cadin Mm.n. ps 4: 
267. 


On donne une suite de nombres ; si chacun d'eux 
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est moyen proportionnel entre ceux qui le compren- 
nent, ces nombres forment une progression par quo- 
tient. 


Soient : a, b, c,d, ..….. , M, n, P, q, ces nombres. 
Admettons que l’on ait : 

D? — ac, © = bd, .….…., nr? = mp, p? = ng: 
On en déduit : 


COOL IE RENE : US. IE NID 
RTE JP HSE MT RP 
D'où : z 
Dpt: E E mi M o. 
Marie to A a EU 

Ou:—a:b:c:d m:n:p:q 


268. 


Quelles sont les progressions par différence dans 
` lesquelles la somme de deux termes quelconques fait 
partie de la progression ? 


Soient a le premier terme et r la raison d’une progression 
par différence. 

a + mr et a +- nr seront deux termes de cette progres- 
sion. 

Pour que la somme de ces deux termes : 2a -+ (m + nr 
puisse faire partie de cette progression, on doit avoir : 
2a + (m + n}r = a + pr. (a + pr étant un terme de cette 
progression.) 

D'où : a = pr — (m + n}r; ou : 

a =r (p — m — n). 

Il faut donc que le premier terme de cette progression 
soit un multiple de la raison. 


www.rcin.org.pl 


— 166 — 


269. 


Quelles sont les progressions par quotient dans les- 
quelles le produit de deux termes fait partie de la 
progression ? 


Soient a le premier terme et q la raison de cette progres- 
sion. 

ay” et ag! seront deux termes de cette progression. 

Pour que leur produit, ag"+" puisse faire partie de 
cette progression, on doit avoir : dg"+" = ag? (aqgr 
étant un terme de cette progression). 


D'où : ag tr = qP ou a = ou 4 = qP- m-n, 


qr 
qm+ w 

Il faut donc que le premier terme de cette progression 
soit une puissance de la raison. 


270. 


Dans une progression géométrique dont le nombre 
des termes est impair, la somme des carrés des 
termes est égale à la somme des termes multipliée par 
l'excès de la somme des termes de rang impair sur la 
somme des termes de rang pair. 


Soit: a: aq: ag : ag: … : ag” —1: aq?” une progres- 
sion géométrique de 2n +- 1 termes. 
La somme des termes de rang impair est : 
gr +2—1] 
qg? —1 
11 


a + ag? + aqt +... + aq?” ou a x 
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La somme des termes de rang pair est : 
à qn s a RES 
aq + aq? + aq5 + .... + ag —louax er Tra 


Donc la différence de ces deux sommes est : 
IRAN IL. LR i 4 -|- 38 
g? —1 
gnt +1 (1) 
ga 
La somme des termes de la progression est : 


Ou D= a X 


APT cas t (2). 
q — 1 
Multipliant (1) par (2), il vient: D x S = 42, EE] (3) 


Les carrés des termes de la progression sont — a? : a? 4? ;: 
a? q6 : … : 4? q — ? et leur somme est : 


a? X (gin+2— l) 


GT A. 


Or, (3) — (4). 
> er S =S x D; 


271. 


Dans une progression par différence à termes en- 
tiers, si n est un nombre premier avec la raison, en 
divisant n termes consécutifs par n on obtiendra pour 
restes tous les nombres : 0, 1,2, 3, 4, ..., n — 1, 
pris dans un certain ordre. 


Soient : a, a + r, a + 2r, a + 3r, ...., a + (n — 1)r. les 
termes de la progression au nombre de n. En divisant ces 
termes par n on obtient n restes tous {plus petits que n; il 
suflit donc de démontrer que deux {restes quelconques ne 
peuvent être égaux. 
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Supposons que a -+ br et a -+ er divisés par n puissent 
donner le même reste R. (b et ¢ sont deux nombres entiers 
différents, plus petits que n). Nous aurons : 

a + br = nq + R et a + e = ng +R, d'où r (c — b) 

‚= n (d' — q). Donc n doit diviser r x (c — b) et comme il 
est premier avec r, il doit diviser € — b, ce qui est absurde 
puisque b et ¢ sont tous deux plus petits que n. 

Donc enfin, tous les restes au nombre de n sont différents 
et sont, par suite, les nombres : 0, 1, 2, 3, 4, ...., (n — 1), 
pris dans un certain ordre. 


272. 


Si dans une progression arithmétique, 5 termes con- 
sécutifs a, b, c sont nombres premiers absolus, la 
aison est divisible par 6, à moins que le premier 
terme ne soit 1, 2 ou 5. 


Soit r la raison. Il sagit de prouver que r est divisible 
par 2 et par 3. 

Ona: b=a +r, c =a + 2r doù b—cec[=r. 

Or b et c étant des nombres premiers sont impairs, et par 
suite r est divisible par 2. 

De plus, ni a, ni b, ni c n'étant divisibles par 3, deux de 
ces nombres, divisés par 3, donnent le même reste. Suppo- 
sons que ce soient a et b leur différence, b — a = r doit 
donc être divisible par 3. 

Donc r est divisible par 2 x 3. 


273. 


Si dans une progression arithmétique, 5 termes con- 
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sécutifs, a, b, c, d, f, sont premiers absolus, la 
raison est divisible par 50, à moins que le premier 
terme ne soit 1, 2, 3 ou à. 


Soit r la raison. Il faut prouver que r est divisible par 2, 
3 et 5. 

D’après le théorème précédent, r est divisible par 2 x 3. 

De plus, aucun des cinq nombres, a, b, c, d, f n'étant 
divisible par 5, deux d’entre eux, divisés par 5, donneront 
le même reste. 

Supposons que ce soient b et d; leur différence d — b 
= Êr, sera divisible par 5 et par suite r est divisible par à. 

Donc enfin, r est divisible par 2 x 3 x 5. | 


274. 


Si dans une progression arithmétique, 7 termes 
consécutifs, a, b, c, d, f, g, h, sont premiers absolus, 
la raison est divisible par 210, à moins que le pre- 
mier terme ne soit À, 2, 5, 5 ou 7. 


Soit r la raison. Il s’agit de prouver que r est divisible 
par 2, 3, 5 et 7. 

D’après le théorème précédent, r est divisible par 2 x 3 
x à. 

De plus, aucun des sept nombres, a, b, €, d, f, Y, h 
n'étant divisible par 7, deux d’entre eux, divisés par 7, don- 
neront le même reste. 

Soient € et h; leur différence h — ¢ = 3r est divisible 
par 7, et par suite r est divisible par 7. 

Donc enfin, r est divisible par 2 x 3 x 5 x 7. 
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275. 


Si dans une progression arithmétique, n termes con- 
sécutifs sont des nombres premiers absolus (n étant 
lui-même un nombre premier absolu), la raison de 
cette progression est divisible par le produit de tous 
les nombres premiers absolus : 1 x 2 X 3 x 7 x 11 
*X .. X n, non supérieurs à n, à moins que le pre- 
mier terme ne soit un des nombres premiers 1, 2, 


D onea NA 


Soit r la raison. Prouvons que si la propriété est vraie 
lorsque la progression am termes (m étant premier absolu), 
elle sera encore vraie lorsque la progression aura n termes 
(n étant le nombre prmier absolu, immédiatement supérieur 
à m). 

En effet, par hypothèse, la raison de la progression 
qui a m termes est divisible par le produit 4x2x3x5xT 
x141x13x....xm. La raison de la progression qui a n ter- 
mes (n étant plus grand que m) est à plus forte raison divi- 
sible par 1X2X3X5X7X11X13X..xm; je dis que cette 
raison 7 est de plus divisible par n. 

En effet, aucun des n termes en question n'étant divisible 
par n, deux d’entre eux, divisés par n, donneront le même 
reste. 

Soient b et k ces deux nombres, plus petits que n. 

Leur différence k — b = pr sera divisible par n. Or, p 
est nécessairement plus petit que n, puisqu'il exprime la 
différence des rangs qu'occupent dans la progression les 
termes b et k, tous deux plus petits que n, et comme n est 
premier absolu, n divise r. 
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Donc enfin r est divisible par le produit: 1x2x3x5xT 
AIX TS Ne EM 


276. 


La somme des cubes des n premiers nombres est 
égal au carré de la somme des n premiers nombres. 


On sait que : a? — b? = (a + b) (a — b). 

Donc : 
aerie a a aa a a i ae G o a a 
= [29 +2 x 2+2 x 3E... + On +(n +1)] x [n +1]. 
= 9U HIFI Fe tnl mta nH: 


Et x n+ 1) + in +1}? 
= n (n de 42 + (n + 12 = (n + 14} 


Donc : 
in +148 =" +9+3+...+(n+10P —1+2+43+...+nr. 
Si dans cette relation nous faisons n sucessivement égal 
à : 0, 4, 2, 3, a n — 1, il vient : 
= 47, 
= (4 +92 — 12. 
33 = (1 + 2 + 3} — (1 + 2}. 
EP INR FER rest ps 


LR me E "EEE . + (n — 1) 
LA EE EA TOR . + (n — 9). 
n = [AFIFI FAF nne 
— [1 +2 +3 +4+... + (n—1)R. 
Ajoutant membre à membre, il vient : 
13 + 23 +33 + 4-H... +n 


=U 42H34 +. Hn = [E F. 
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On ajoute terme à terme deux progressions géomé- 
triques de raisons différentes. Démontrez que chaque 
terme se déduit des deux précédents suivant une loi 
constante. 


Soient : 
— a : aq : ag? : C : ag" — 1: ag" A a, 
— D: br : br: br8 : m1 : bre : ba +1 


A 


ces deux progressions, en les ajoutant terme à terme, on 
trouve : 
a + b, aq + br, ag? +br2, …, ag —1 + brr —1, 
aq” + brn j abn +1 þrn +1 
posons M = aq” —1 + bin — 1 (4) 
N = aq” + brr (9) 
P = aq” +1 + bre +1 (3) 
Multipliant (2) successivement par q et par r et ajoutant, 
il vient : 
N (q + r) = agr +1 + brm +! + arq” + bqr”, ou 
N (q +r) = (ag +1 + bre +1) + qr [ag —1 + brn — 1] ou : 
N (q +r)=P + gr x M; d'où enfin : 
P=N(g+r)—M x gr. 

On obtiendra donc le troisième terme en multipliant le 
second par la somme des raisons des deux progressions et 
en retranchant de ce produit le produit du premier par le 
produit des raisons des deux progressions. 

En général, on obtiendra le n"° terme en multipliant 
le (n — 1)" par la somme des raisons des deux progres- 
sions, et en retranchant de ce produit le produit du 
(n — 2)"e par le produit des raisons des deux progressions. 
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278. 


Déterminer la somme des produits obtenus en mul- 
tipliant terme à terme une progression géométrique et 
une progression arithmétique. 


Saent ri BAC AD. a ER La 
A A CRE DORE U 0 À 
ces deux progressions et z la somme des produits. 

On a: z = aA + bB + cC + dD + … + il + kK 
+ IL (1), ou, en exprimant chaque terme de la progres-: 
sion géométrique en fonction du premier terme A et de la 
raison q. 

z = QÀ + bAq + cAg? + dAgB + … 
+ kAq” — 2 + lAgn —1 (9). 

Multipliant (2) par q et soustrayant de (4) il vient : 

z (4 — q) = aA + (b — a) Aq + (ce — b) Ag? + … 
+ (l— k) Aq” — 1 — lAq” (3). 

Ôr :b—a=r, c—b =r, ...1— k =r. 

Donc (3) devient : 

z (1 — q) = 4A — lAq” + rAq [4 +q HEHH. HH. 
ann eh | 

Ou : z (1 — q) = A [a — lg" | + rAq |. 
ARR 0, 7 M (A CT) 


D'où : z = - 
q—1 (q= 1} 


279. 


Dans quelles progressions par différence existe-t-il 
un rapport, indépendant du nombre n des termes em- 
ployés, entre la somme des n premiers termes et la 
somme des x suivants ? 
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Soient 4 le 4% terme, r la raison, S la somme des n 1° 
termes, S' la somme des n termes suivants, nous aurons : 
S= a + (a +r) + (a + 2r) +... +{[a+(n—1)r]— 
4 cmt ha D n, 
E a e aa ae E a a A aAa E 
e Les l)r ai 
S __2a+(n—1}r 
S  2a+(3n— Ir 
pendant de n. 
Soit q la valeur de ce rapport. 
2a+ m—r 
2a + nr —r LA 
D'où : 2a + rn — r = laq + 8nr q — rq. 
Ou : 2a (4 — q) — r (1 — q4) + rn 4 — 37 = 0. 
Ou : (1 — q) (la — r) + rn (1 — 37) = 0. 
[l] faut donc que l’on ait en même temps : 
A — q) (la — r) = 0 et rn (1 — 3q) = 0. 
D'où : 4° r —0 et par suite'g = 1. 
1 
Ja 


D'or: 


et ce rapport doit être indé- 


On à : 


2% r — 24 et par suite 9 = 


Le 1° est évident. 
Du 2% on conclut que la raison de la progression doit 
être double du premier terme, et l’on aura S' = 3S. 


280. 


Dans une progression géométrique de six termes, la 
différence des termes extrèmes est plus grande que 
cinq fois la différence des termes du milieu. 


Soit : — a : aq : ag? : aq : aq! : aqë cette progression. Il 
s’agit de prouver que l’on a : 
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me 


agÿ — a > 5 [agi — aq?] ou 
a (q5 —1)> 5ag (q—tloug+g+p+q+i1>se. 
Or (n° 249), on a : 

PET > pa, doù:g+1>2e 


3 
Pas > Va; d'où : g +q > 24% 


et q? = q2. 
Ajoutant, il vient : gt + q° +e + q + 1 > 5 @. 


281. 


Trouver la somme des doubles produits des n pre- 
miers nombres entiers 2 à 2. 


Soit S cette somme. On a : 
(EE DEEN An) ep NS" ar D. ut 
+24 x 2) +921 x 83) +...+2(1xn) 
+92(2 x 83)+92(2 x 4) +...+2(2xn) 


+.. 
+2 x (n— i)n. 
Donc : 


A+9+8+4...1n) —1 +92 +3 +...+n+sS( 
r:4+2+84+4+4.+n = [T (0976) 


etd +2 ++ En — aa arh Are (n°946) 


donc (1) devient: Pos Ke KELPE natn hak lak BAT S; d’où : 
TE n°(n + 1)° n(n+1)2n +1) 3n ts 2n(n+1)(2n+1) 
4 12 


6 
d’où enfin : S = m kdi e ut 2 


N. B. (n — 1) n (n -+ 1) (8n + 2) est toujours divisible 
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par 12. En effet (n — 1) n (n + 1) est divisible par 6 (T. 49). 
Si n est impair (n — 1) et (n + 1) sont pairs et par suite le 
produit (n — 1) n (n + 1) (Bn + 2) est divisible par 12 (n°51). 

Si n est pair 3n + 2 est divisible par 2 et le produit pro- 
posé est encore divisible par 12. 


282. 


Si l'on prend la suite des nombres impairs : 1, 5, 
5, 7, .. et qu'on la sépare en groupes, dont le 4% ait 
un terme, le 2° deux termes, le 3° trois termes, etc. 
Démontrer que la somme des termes d'un même 
groupe est un cube. 


Soient 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, etc. ces nombres : 
Nous aurons : (4), = #45. 
DIRES, 
(3) 7 +9 +14 = 3, etc. 
Le 1° terme du n° groupe aura avant lui, 1 + 2 +3 


n(n — |l F : 
HE, + (n — 4) ou les à nombres impairs. 


Ce premier terme sera donc : 2 x Lan) A 
ou n? — n + 1. 

Les autres termes du même groupe seront : 
n? — n + 3, n2 — n +5, … et le n° sera n? — n + (2n — 1). 

Donc la somme des termes du n° groupe est : 
n2— n +1 +n—n+3+n—n+5+...+n2—n+{(m—t1) 

ps M'ÉUER D +1 + n(n—1)+3 
0) (2) 
+n (n— 1) + 5+... +n(n—1)+(227—1) 
Ou : n2 (n — 1) H141 +3 +5 +T ++... + (2n — 1). 


Ou : n? {n — 1) + n? , ou enfin nè. 
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283. 


Les nombres a et b étant supposés premiers entre 
eux, si l'on multiplie par b les termes de la progres- 
sion arithmétique. 
= 1, 2,35, 44.4, (ao — 1). 
et que l’on divise par a les (a — 1) produits : 

(2)= b. 2b. 35b. 4b. ... (a — 1)b. 

On obtiendra pour restes les (a — 1) termes de la 

progression (1) dans un certain ordre. 


D'abord aucun terme de la progression (2) divisé par a 
ne donne o pour reste. En effet, soit mb l’un de ces termes. 
Si a divisait exactement mb, comme a est premier avec b, 
il faudrait que a divise m ce qui est impossible, car m est 
plus petit que a. 

De plus, deux termes de la progression (2) ne peuvent 
` donner des restes égaux. 

En effet, si deux termes mb et nb divisés par a donnaient 
le même reste, leur différence b(n — m) qui est un terme 
de la progression (2) divisée par a donnerait o pour reste, 
ce qui est impossible. 

Donc les restes obtenus sont tous différents, ils sont tous 
plus petits que a, au nombre de a — 1, et aucun d’eux n’est 
nul, donc ces restes sont dans un certain ordre : 1, 2, 3, 4, 
…, (a — 1). 


284. 


a et p étant deux nombres premiers entre eux et n 
désignant le nombre de nombres premiers avec a et 
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ES 


i ; ; 1 
plus petits que p, démontrer que le quotient est 


entier. 


En effet, les produits : 

CPS: AE | AR , Ma, ……, (p — ja, (1) 
divisés par p, donnent pour reste : 

41,2, 3, ...., M, … (p — 1). (2) tous premiers avec p (n° 283). 

Le produit des nombres (1) est : 

M—an XX 2x3... XIM x. x (p — 1), et celui 
des nombres (2) est : 

LCR D D PR D D CP Ne 

Donc les produits M et M' divisés par p doivent donner le 
même reste. 

Donc leur différence : 

AXI2X3X …. x mx …. xX(p—1) x (a? — 1) est divi- 
sible par p (T. 66), et comme p est premier avec 1 X 2 x 3 
x … x m x …. X (p—1), p doit diviser a? — 1. 


285. 


Les nombres a et b étant supposés premiers entre 
eux et c étant un nombre entier quelconque, si lon 
divise par a les termes de la progression arithmétique, 

(1)— c.c + b. c+ 2b. ... c + (a — b) 
on obtiendra pour restes, abstraction faite de l'ordre, 
les nombres : 
(D Oa DrSc S 
Soient € +- m'b et c + (m + m'b deux termes de la 


suite (1), leur différence mb ne peut être divisible par 4, 
puisque ce nombre est premier avec b et plus grand que m; 


WwWw.rcin.org.pl 


— 178 — 


done deux termes de la suite (1) ne peuvent donner le 
même reste. 

D'ailleurs les a nombres de la suite (1) fournissent des 
restes inférieurs au diviseur a; donc ces restes sont néces- 
sairement les termes de la suite (2). 

Conséquence : I. Il y a dans la suite (1) autant de nombre 
premiers avec 4 que dans la suite (2). En effet, les nom- 
bres (2) ne diffèrent respectivement des nombres (41) que 
par des multiples de a. 

II. Si a et b sont deux nombres premiers entre eux, € un 
nombre quelconque, on peut toujours trouver un nombre 4 
tel que € + + b soit divisible par a. 


286. 


Si a est un nombre entier quelconque non divisible 
par le nombre premier absolu P, prouver que a P~! 
— 1 est divisible par P. 


a étant premier avec P, si l’on divise par P les P — 1 
nombres : 

(1) a, 2a, 3a, .…., (P —1)a 
on obtiendra, abstraction faite de l’ordre, les nombres : 

(2) 4, 2, 3, .…., (P — 1) (n° 283). 

Donc les nombres (1) ne diffèrent des nombres (2) que 
par des multiples de P. 

Donc le produit des premiers ne peut différer du produit 
des seconds que par un multiple de P. 

Donc la différence : 

RAS CLS RP — Dali A1 x 253 X haa 
x (P—1),ou1 X 2 x 3 x... (P — 1) [a P —1—1)] est 
divisible par P. 
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Or1x2xX3 x …. x (P — 1), n’est pas divisible par P 
qui est un nombre premier absolu, done p divise a P — 1 — 4. 


287. 


Si P est un nombre premier absolu, démontrer que 
E23 x 4 x … x (P—1) +1 est divisible 
par P. 


9 


Nous savons que si a désigne un des nombres : 1, 2, 5, 
.... (P — 1), (1) et que si l’on divise par P [P étant premier 
avec a] les produits : a, 2a, 3a, ...., (P — 1) a (2), on obtient 
pour reste P — 1 nombres qui forment la série (1). Done 
parmi les produits de la série (2), il y en a un et un seul 
qui, divisé par P, donne 4 pour reste; soit ma ce produit, 
en sorte que ma — 1 est divisible par P. 

[S'il arrivait que m = a, a? — 1 sera divisible par P; 
donc a + 1 ou a — 1 doit ètre divisible par P; ce qui ne 
peut avoir lieu que pour autant que 4 soit 1 ou égal à P— 1, 
puisque a est inférieur à P.] 

Il résulte de là que les nombres de la suite (1), abstrac- 
tion faite du premier terme et du dernier, peuvent être 
associés deux à deux, de manière que le produit de deux 
associés soit égal à l'unité, augmentée d’un multiple de P. 
Par conséquent : le produit, 4 x 2 x 3 X 4 x ... x (P — 9), 
est lui-même égal à un multiple de P augmenté de 1 
à KP + 1 par exemple, et en multipliant KP + 4 par P — 4 
on voit que le produit total 1 x 2 x 3... x (P — 9) x (P—1) 
= (KP + 1) (P — 1) = K'P — 1 est égal à un multiple de P 
diminué de 1. Donc, enfin, K'P — 1 + 1 ou K'P est divi- 
sible par P. 

N. B. Si P n'était pas premier absolu, le théorème ne 
serait plus vrai. En effet, admettons que P = m. «. 
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Le produit 1 x 2 x 3 x ... x (P — 1) sera divisible 
par «, donc la somme 1 x 2 x 3 x … x (P — 1) +1 
n'admettra pas le facteur < et ne sera pas divisible par P. 

Conséquence : Pour reconnaître si P est nombre premier, 
ajoutez À au produit 4 x 2 x 3 x ... x (P — 1), et si la 
somme obtenue est divisible par P, P est premier. 


288. 


Pour faire passer un nombre de la base B dans la 
base B", il suffit de partager le nombre en tranches 
de m chiffres à partir de la droite et d'exprimer chaque 
tranche en chiffres de la nouvelle base. 


Soit à passer dans la base B3 le nombre N = a + Bb 
+ Be + B5d + Bte + B5f + B6h + B’i + B8k + .... écrit 
dans la base B. 

Ce nombre peut s'écrire : 
~. (a+ Bb + B20) + B3(d + Be + Baf) + Be (h + Bi 
+ B2k) + .... et relativement à la base B3 les parties 
a + Bb + Bæ, d + Be + B?f, h + Bi + B2k, représente- 
ront le chiffre des unités, celui des dizaines et celui des 
centaines. En effet, chacune de ces parties est respective- 
ment plus petite que B°, B6, B9 et en l’exprimant au moyen 
des chiffres de la base B3, on aura le nombre cherché. 

Ainsi le nombre 321921 écrit dans la base 4, s'écrira : 
3 (21) (21) ou 399 dans la base 4?, et (32) (121) ou (14) (25) 
dans la base 43. [(14) et (15) désignant des chiffres dans la 
base 48]. 


289. 


Dans un système de numération de base B, la dif- 
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férence entre un nombre de trois chiffres et ce nombre 
renversé est divisible par B + 4 et par B — 1. 


Soit : a + bB + cB? ce nombre. Le nombre renversé 
st : aB? -+ bB + c. La différence de ces deux nombres est : 
aB? + bB + c — cB? — bB — a, ou a(B? — 1) —c(B2 — 1), 
ou enfin (B2? — 1) (a — c), ce qui démontre le théorème, car 
(B2 — 1) (a — c) = (B + 1) (B — 1) (a — oc). 


290. 


Dans tout système de numération, le double du 
nombre qui précède la base et le carré de ce nombre 
s'écrivent avec les mêmes chiffres pris en ordre in- 
verse. 


Soit B la base du système. 

On a : 1° 2B — 1) = 2B — 2 = B + (B — 2). 

Or B étant la base, le chiffre des dizaines de ce nombre 
est 1 et le chiffre des unités est B — 2; 


20 (B — 1} = B? — 2B + 1 = B(B — 9) + 1. 
Or B étant la base : B — 2 est le chiffre des dizaines de ce 
nombre et 4 est le chiffre des unités. 


291. 


B étant la base d'un système de numération, les 
produits de B — 1 par deux nombres entiers dont la 
somme est B + 1 s'écrivent avec les mêmes chiffres 
pris en ordre inverse. 
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Soient : m et B -+ 1 — m ces deux nombres. 
Ona:1°(B— 1) x m = Bm — m 
= Bm — B + B — m 
= B(m — 1) + (B — m) 
Or B étant la base, m — 1 est le chiffre des dizaines 
et B — m est le chiffre des unités de ce nombre ; 
2 (B — 1) (B + 1 — m= B? + B— mB — B — 1 + m 
= B (B — m) + (m — 1) 
Or B étant la base, m — 1 est le chiffre des unités 
et B — m le chiffre des dizaines de ce nombre. 


292. 


Dans un système de numération de base B, les 
nombres B — 1 et B + 1 jouissent de propriétés ana- 
logues aux nombres 9 et 11 dans le système décimal. 


Soit N — a + bB + cB° + dB° E. un nombre écrit 
dans la base B et dont les chiffres sont : a, b, €, d, .... 


4° 


Ce nombre peut s'écrire : 
N=a+b+c+d+ 
. + (B — 1) b + (B? — 14) c + (B° — 1) + … 

Or tous les nombres de la seconde ligne sont divisibles 
par B — 1. Donc le nombre N est égal à un multiple 
de B — 1, augmenté de la somme des chiffres du nombre; 
done, ete. 


9o 


Ce nombre peut s'écrire : 
N=a—b+ce—d+.... 
HB 771)0 -T (B= I0 BERE a A … 
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Or tous les nombres de la seconde ligne sont divisibles 
par B + 1. Donc le nombre N est égal à un multiple 
de B + 4 augmenté de la somme des chiffres de rang 
impair, et diminué de la somme des chiffres de rang pair ; 
done, etc. 


293. 


d étant un diviseur de B» — 1, chercher le carac- 
tère de divisibilité par d, dun nombre écrit dans la 
base B. 


Soit N — a + bB% + ¿B2? + dB3™ un nombre écrit 
dans la base B, et admettons que a, b, c, d représentent les 
tranches de m chiffres, prises de droite à gauche, et en 
valeur absolue, la dernière tranche à gauche pouvant avoir 
moins de m chiffres. 

Ce nombre peut s'écrire : 

N=a<+b + € + d 
+b (Bm — 1) + c (Bem — 1) + d (B3m — 1). 

La seconde partie du nombre N est évidemment divisible 
par B% — 1; si donc la première partie lest, le nombre 
lui-même le sera. 

Or la première a + b + c + d représente la somme des 
tranches de m chiffres, prises de droite à gauche. Donc si la 
somme de ces tranches, prises en valeur absolue, est divi- 
sible par B% — 1, le nombre N sera divisible par B” — 1 
et par suite par d diviseur de B» — 1. ; 


294. 


d étant un diviseur de B” + 4, chercher le carac- 
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tère de divisibilité par d, d'un nombre écrit dans la 


base B. 


En admettant les hypothèses du théorème précédent, on 

obtient : 
N—a—b + c — d 
+ b(Br + 1) + «B?22 — 1) + d (B3r + 1) 

La seconde partie de N est divisible par B% + 1. Si donc 
la première partie l’est, le nombre lui-même le sera. 

Or, la première partie a — b + c — d représente la 
somme des tranches de rang impair, moins la somme des 
tranches de rang pair de m chiffres, prises de droite à 
gauche. 

Donc si cette différence est divisible par B% + 1, le 
nombre N sera divisible par B% + 4 et par suite par d divi- 
seur de B% +1. 


295. 


Chercher le caractère de divisibilité par un diviseur 
quelconque d, d'un nombre écrit dans la base B. 
La marche est analogue à celle qui a été suivie au n° TT. 
os 
296. 
Un nombre écrit dans la base B est divisible par 
mB + 1, lorsque la partie des dizaines moins m fois 


le chiffre des unités simples est divisible par mB + 1. 


Soit N = d B? + c B? +b B + a un nombre écrit dans la 
base B. 
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Ce nombre peut s'écrire : 

N=B(dB+cB+b)+a + mBa— mB a. 

Ou N = B (d B? + cB + b— ma) + a (mB +1). 

Or, mB + 1 divise a (mB + 1), donc s’il divise B (dB? -+ cB 
+ b — ma) il divisera N. Or, mB + 1 est premier avec B 
(n° 111), donc mB + 4 doit diviser dB° + cB + b — ma. 

Donc enfin, si mB + 1 divise dB + cB + b — ma, il 
divisera N. 

N. B. Dans la base 10; 21 = 2 x 10 + 1. Donc un nom- 
bre est divisible par 3, T ou 24 lorsque la partie des dizaines 
moins deux fois le chiffre des unités est nulle ou divisible 
par 3, 7 ou 21. 


293. 


Un nombre écrit dans la base B est divisible par 
mB — 1, lorsque la partie des dizaines plus m fois le 
chiffre des unités simples est divisible par mB — 1. 


La démonstration est identiquement la même que celle du 
théorème précédent. 

On trouve : N = B (dB? + cB + b+ ma) — (mB — 1). 

N. B. Dans la base 10 ; 19 = 2 x 10 — 1. 

Donc un nombre est divisible par 19 lorsque la partie des 
dizaines plus deux fois le chiffre de ses unités est divisible 
-par 19. 


298. 


Dans tout système de numération à base B, si D est 
un nombre premier et si de plus D est premier avec B, 
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+ réduite en décimale donne une période divisible par 


B — 1. 


En effet, posons : B — 1 = « et soit : 


= 0, abe … fabe … f, 
LS) 10000 

Ou D y AAA s. ari 

D'où : À = abc … fx D x 


Donc, il faut que abe ... f soit divisible par a. 
Conséquence : soit N un nombre entier premier avec D 


et avec B — 1 la période de À est divisible par B — 14. 


299. 


Un nombre écrit dans la base 12 est terminé par 
un zéro. Ce nombre peut-il être carré parfait et à 
quelle condition ? 


Soient : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b les chiffres du sys- 
tème duodécimal. 

Le carré d’un nombre de la base 12 est terminé par lun 
des chiffres : 

1, 4, 9, 4, 1, 0, 1, 4, 9, 4, 1 (n° 26). 

Donc un nombre terminé par un 0 peut être carré par- 
fait. 

Ce carré provient d’un nombre de la forme : 42n + 6. 

Le carré de 12n + 6 est 144n2 + 144n + 36 ou 100»? 
+ 1007 + 30 dans la base 12. 

Donc pour qu'un nombre terminé par un 0 et écrit dans 
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le système duodécimal puisse être carré parfait, il faut que 
le chiffre des dizaines soit 3. 


300. 


Soient B“ — I un nombre écrit dans la base B et 
abcdef un nombre N de m chiffres écrit dans la même 
base (si N avait moins de m chiffres, il faudrait écrire 
un ou plusieurs zéros à sa gauche pour obtenir 
m chiffres). Soient N’ le nombre obtenu en enlevant 
le premier chiffre à gauche de N pour le transporter à 
sa droite, N” le nombre obtenu en enlevant de même 
le premier chiffre à gauche de N’ pour l'écrire à sa 
droite, ete. Démontrer que tout diviseur commun des 
nombres B“ — 4 et N est diviseur des nombres N’, 
s 

Par exemple : 7 qui divise 999999 et 247947, di- 
vise aussi les cinq nombres : 479472, 794724, 
947247, 472479, 724794. 


Admettons que le nombre a b ede fet le nombre B" — 1 
aient le facteur d commun. Faisons passer a à la première 
place; le nombre b c de fa = N' ainsi obtenu égale évidem- 
ment : 
abcdef X B + a — a B", doù N! =N x B — a (B" — 1). 

Or, d divise N et B" — 1, par hypothèse, donc il divise N°. 


d 
ip 
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N° 4 à 9. — Questions sur la numération décimale. 


N°S 10 à 17. — Questions sur l'addition et la soustraction 
des nombres entiers. 

N° 18 à 39. — Questions sur la multiplication des nombres 
entiers. 


Ns 40 à 91. — Questions sur la division et la divisibilité des 
nombres entiers. 


N~ 92 à 127. — Questions sur le p. g. c. d., le p. p. c. m 
et les nombres premiers. 


Ne 198 à 149. — Questions sur les fractions ordinaires. 
Nos 450 à 172. — Questions sur les fractions décimales. 


N°5 173 à 254. — Questions sur les puissances, les racines 
et les propriétés des nombres. 


N° 255 à 287. — Questions sur les proportions, les pro- 
gressions et les propriétés des nombres. 


N°: 288 à 300. — Questions sur les divers systèmes de nu- 
mération. 
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